RELACIONES ENTRE LONGITUD DE PALABRA, LONGITUD
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RESUMEN. Considere una superficie orientable ¥ con caracteristica de Euler negativa, un con-
junto minimal de generadores para el grupo fundamental de ¥, y una métrica de curvatura
constante —1 en X. Cada clase de homotopia (no basada) C' de curvas cerradas orientadas
en Y determina tres nimeros: la longitud de palabra (es decir, el minimo ndmero de letras
necesarias para expresar a C' como una palabra ciclica en los generadores y sus inversas), el
minimo nimero de auto-intersecciéon geométrica, y finalmente la longitud geométrica. Estos
tres numeros pueden ser calculados explicitamente (o aproximados) usando una computadora.

Discutiremos algunas relaciones entre estos nimeros y su estructura estadistica cuando la
longitud se hace muy grande.
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1. INTRODUCCION

Lo siguiente puede ser visto como una especie de teoria de niimeros no conmutativa experi-
mental que es posible gracias a la llegada de las computadoras. Muchos patrones de curvas en
superficies son observados mediante computos. El patron en la Figura|l| es uno de éstos.
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F1GurA 1. Histograma de todas (cerca de 175,000,000) las clases de homotopia
libre en el toro con una puncién que no son potencias y cuya longitud de palabra
es L = 20, organizadas por nimero de auto-interseccion. La media del niimero
de auto-interseccion es 400/9 ~ 45.

Este cémputo llevé a la prueba [§] de

Teorema 1.1. En una superficie con frontera no vacia y caracteristica de Euler negativa x, la
proporcion de palabras w con longitud de palabra L tales que

SI(w) — k - L?

TR <b

b _a? . . .
converge a \/Lz—ﬂ fa e~z dx cuando L tiende a infinito, donde

X s 2x(2x* —2x+1)

"T3ev—1n YT T By —12(—1)

En otras palabras, cuando L es muy grande, la distribucion de la auto-interseccion de todas las

clases de homotopia libre con longitud de palabra L se aproxima a una Gaussiana con media
k- L? y desviacion estdndar o - L3/
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FicuraA 2. “Cortes” del toro

Observacion 1.2. El valor esperado de las intersecciones de n cuerdas aleatorias en un circulo es
% y la varianza es "(n+)5("+3), [28, Capitulo 6] (Aqui una cuerda aleatoria es determinada por
dos puntos ubicados en la circunferencia de manera independiente y aleatoria, con distribucién
uniforme). Comparese con lo siguiente: cuando la caracteristica de Euler x es muy grande, la

. . . . 2

media de las auto-intersecciones de todas las clases con longitud de palabra L es cercana a %
. 3

cuando L es grande, y la varianza es cercana a %.

Reconocimientos: Parte de estas notas se ocupan de los resultados acerca de los que la
autora habld en un simposio de la Vigésima Novena Conferencia Anual de la Ramanujan Math
Society, en el IISER, Pune. La autora aprecia la amable hospitalidad recibida en Pune. Ella
también desearia expresar su gratitud a Madhav Modak por su minuciosa y perspicaz lectura
del manuscrito y a Ravi Kulkarni por su estimulo para escribirlo. Este trabajo fue apoyado por
NSF 1105772.

2.  SUPERFICIES: TOPOLOGIA Y GEOMETRIA

2.1. Topologia: Palabras de superficie. En lineas generales, una superficie es un espacio
tal que el paisaje alrededor de cada uno de sus puntos es “como” el plano euclideo. Una superficie
con frontera es un espacio tal que el paisaje alrededor de cada uno de sus puntos es “como” el
plano euclideo o “como” el semi-plano superior {(z,y) € R? tales que y > 0}.

La definicién precisa de superficie se puede encontrar, por ejemplo, en [16] en inglés y [23] en
espanol.

La definicién de caracteristica de Euler se puede encontrar en [17].

Considere una superficie orientable ¥ con frontera no vacia y caracteristica de Euler negativa
(hemos elegido trabajar con superficies con frontera para simplificar la discusién, pero varios
aspectos discutidos en esta subseccién pueden ser replicados para superficies cerradas). Consi-
dere un conjunto maximal de arcos disjuntos de manera que cada uno empiece y termine en la
frontera, y tal que al remover la unién de los arcos la superficie siga siendo conexa (ver Figura ,
izquierda). Note que la conexidad y la maximalidad implican que no puede ocurrir que dos de
los arcos sean homotopicos mediante homotopias que mantengan los extremos en la frontera.

Etiquete un lado de cada arco con la letra x y el otro lado con la letra z (o X mayuscula;
usaremos ambas notaciones intercambiablemente). La eleccién de arcos determina un conjunto
minimal de generadores del grupo fundamental de ¥: escoja un punto base P en la superficie
que esté en el complemento de los arcos elegidos. Un representante del generador etiquetado z
es una curva que comienza en P, cruza el arco etiquetado x lado etiquetado x al lado etiquetado
T y regresa a P sin cruzar ningun otro arco (ver Figura , izquierda). Cortando la superficie
a lo largo de estos arcos se obtiene un poligono en el que el nimero de lados es cuatro veces
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Ficura 3. “Cortes” del espacio de pantalones

B

F1GURA 4. Dos representantes de generadores del grupo fundamental del toro con
una componente de frontera y los correspondientes arcos etiquetados (izquierda),
y un representante de la curva aaaba BB (derecha)

el nimero de generadores (ver Figura . Las aristas alternadas estan etiquetadas. Leyendo las
etiquetas de las aristas en orden ciclico se obtiene una palabra ciclica (ciclica significa que es
salvo permutacién ciclica). Esta es llamada la palabra de superficie. En el ejemplo de la Figura
la palabra de superficie (escrita linealmente) es abAB. En el ejemplo de la Figura |3|la palabra
de superficie (escrita linealmente) es aAbB.

Ejercicio 1. (a) Pruebe que la caracteristica de Euler de la superficie es 1 —n, donde n es el
numero de arcos escogidos.

(b) Pruebe que el nimero (minimo) de generadores del grupo fundamental de la superficie es
n.

Nuestros ejemplos de un toro con una componente de frontera y el espacio de pantalones
son excepcionales en el sentido en que hay (salvo isomorfismos obvios) una sola palabra de
superficie para cada una de estas superficies. En general, mas de una palabra de superficie
puede corresponder a una misma superficie.

Ejercicio 2. (a) Encuentre dos (o mds) palabras de superficie diferentes que correspondan a
una superficie de género dos con una sola componente de frontera.

(b) Encuentre dos (o mds) palabras de superficie diferentes que correspondan a una superficie
de género cero y cuatro componentes de frontera.

(Las palabras de superficie en cada caso deben ser realmente diferentes. Por ejemplo, las
palabras abcABC, AbcaBC', bcaBC'A no son realmente diferentes).
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F1GURA 5. Una homotopia (libre) entre las curvas a y a'.

Hasta este punto no hemos usado el hecho de que una arista sea etiquetada en un lado con x y
en el otro lado con 7. Esto tendrd su aparicién cuando discutamos curvas en superficies. Veremos
entonces que la palabra de superficie no sélo codifica la informacién topoldgica de la superficie
(género y ntimero de componentes de frontera) sino que también codifica implicitamente la
estructura de la interseccion de curvas en la superficie.

2.2. Geometria: Métricas hiperbdlicas en superficies. Una métrica hiperbdlica en una
superficie es una métrica con curvatura constante —1. Por una superficie hiperbolica nos re-
ferimos a una superficie con caracteristica de Euler negativa y con una métrica hiperbdlica
completa (en el sentido en que toda sucesiéon de Cauchy tiene limite), tal que si la superficie tie-
ne frontera no vacia, entonces todas las componentes de frontera son geodésicas (ver la Seccién
para la definicién de una geodésica). Usualmente asumiremos que la superficie es compacta,
pero algunas de las afirmaciones de abajo admiten que dicha superficie hiperbdlica posea finitas
punciones. En este caso la métrica hiperbdlica tiene que ser incrementada para recuperar la
completitud. Cada puncién produce un extremo con forma de cuerno infinitamente largo.

Si el poligono en la Figura [2| se dibuja en el plano hiperbdlico con angulos rectos y con las
condiciones de longitud naturales, entonces pueden pegarse los lados para obtener un toro con
frontera suave geodésica, (ver también el Apéndice . De manera similar pueden ser obtenidas
las superficies cerradas y otras superficies con frontera con una métrica hiperbdlica; para mas
detalles, véase [0, Capitulo 3].

3. CRECIMIENTO DEL NUMERO DE CURVAS CERRADAS EN SUPERFICIES: TOPOLOGIA Y
GEOMETRIA

3.1. Clases de homotopia libre de curvas cerradas en superficies. Estamos intere-
sados en estudiar clases de equivalencia de curvas cerradas dirigidas en la superficie ¥ salvo
deformaciéon continua. Considere dos curvas cerradas orientadas a y b en X, esto es, dos apli-
caciones a y b del circulo orientado en . Las curvas a y b se dicen libremente homotopicas si
existe una aplicacién de un cilindro C' a ¥ tal que la restriccién de esta aplicacién a una de las

componentes de frontera (orientadas) de C' coincide con a y la restriccion a la otra coincide con
b.

El conjunto de clases de equivalencia bajo esta relacién es el conjunto de clases de homotopia
libre de curvas cerradas en Y3, y sera denotado por 7.

Hay una biyeccion natural entre 7 y el conjunto de componentes del espacio de aplicaciones
del circulo a 3, con la topologia compacto-abierta. Esta es la razén por la cual el conjunto
de clases de homotopia libre es denotado por . (Esta biyeccién es cierta para espacios més
generales que superficies, en especifico, espacios arco-conexos).

Aqui damos otra interpretacién de my (ver [?]), que funciona para espacios arco-conexos.
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FiGurA 6. Una palabra ciclica reducida.

Proposicién 3.1. St X es una superficie conexa, entonces hay una biyeccion entre el conjunto
de clases de homotopia libre de curvas cerradas dirigidas en % y el conjunto de clases de
conjugacion de m (%, zo).

3.2. Topologia: Crecimiento del niimero de clases de homotopia libre de curvas por
longitud de palabra. Considere un representante de una clase de homotopia libre de curvas
que intersecte la unién de los arcos en el menor nimero posible de puntos (las intersecciones se
cuentan con multiplicidad). La clase de homotopia libre es etiquetada por una palabra ciclica
reducida obtenida al llevar registro de los arcos (y lados) que la curva atraviesa a medida que se
recorre la curva dirigida. (Ciclica quiere decir que las palabras se consideran salvo permutacién
ciclica, reducida significa que ninguna letra x y su inversa T aparecen consecutivamente en la
palabra, o alguna permutacién ciclica de la palabra). En la Figura @ se exhibe un ejemplo de
una palabra ciclica reducida.

La clase de la curva en la Figura {4] (derecha) es etiquetada con la palabra ciclica aaaba BB.
(Observe que aaabaBB es una palabra de curva, en contraste con las palabras de superficie
como por ejemplo abAB, que se asocié al toro con una componente de frontera). Por la Propo-
sicién [3.1] la palabra ciclica aaaba BB etiqueta una clase de conjugacion del grupo fundamental
de . (Recuerde que el grupo fundamental de una superficie con frontera es un grupo libre).
Asi, los elementos en el grupo fundamental pueden pensarse como palabras reducidas en los ge-
neradores y sus inversas, mientras que las clases de conjugacién pueden pensarse como palabras
ciclicas reducidas.

De esta manera, una vez que se haya elegido un conjunto de generadores del grupo funda-
mental, se puede asociar a cada clase de homotopia libre un entero positivo: el nimero de letras
de la palabra mas corta en la clase de conjugacion.

El siguiente resultado no es dificil de probar.

Proposicién 3.2. El nimero total N(L) de clases de homotopia libre de longitud de palabra L
es asintdtico a (2d — 1)L/ L, donde d es el niimero de generadores del grupo fundamental. Mds

M%l cuando L — oo.

explicitamente, N

3.3. Geometria: Crecimiento del nimero de geodésicas por longitud geométrica.
En esta subseccion, vamos a suponer que > es una superficie orientable con o sin frontera, y
con caracteristica de Euler negativa.

Recuerde que una curva es una geodésica si realiza el camino més corto entre cualesquiera
dos puntos cercanos sobre si misma.

Dado que X tiene caracteristica de Euler negativa, puede ser dotada con una métrica hi-
perbdlica (Subseccidn [2.2]). Las métricas hiperbélicas producen representantes “6ptimos” (en el
sentido del Teorema [4.1)) de clases de homotopia libre de curvas.

Teorema 3.3. Cada clase de homotopia libre contiene un unico representante que es una
geodésica cerrada (a menos que dé vueltas alrededor de una puncion).

Observacion 3.4. El Teorema no es cierto para métricas hiperbdlicas con punciones. En
efecto, no hay geodésicas en la clase de curvas que da una vuelta alrededor de una puncion.
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Ver [6l, Proposicién 1.6.6] para una prueba del Teorema . Esta tinica representante geodési-
ca, la geodésica, juega un papel similar al de una linea recta en la superficie: mas especifica-
mente, si dos puntos en la geodésica estan suficientemente cerca, el camino més corto entre
todos los que unen los puntos es precisamente el arco de la geodésica entre ellos.

Podemos preguntarnos cudl es la razén de crecimiento de la cardinalidad del conjunto de todas
las geodésicas cerradas con longitud menor o igual que L. Muchos investigadores contribuyeron
a la respuesta de este problema, entre ellos Huber, Margulis, Randol y Selberg. Denote por
Cs(L) el cardinal del conjunto de geodésicas cerradas en ¥ que no son potencias propias de
otras geodésicas y tienen longitud menor o igual a L (las geodésicas que no son potencias
propias de otras geodésicas son frecuentemente llamadas primitivas). Este es un conjunto finito
[6, Teorema 1.6.11].

Ver [6, Teorema 9.4.14] para una prueba del siguiente resultado.

Teorema 3.5. Teorema de los Numeros Primos para Superficies Hiperbolicas Cerradas:

eL
Aqu1/7 CL(L) ~ b(L) qUiere decir lmeHoo % =1.

Teorema 3.6. Teorema de los Numeros Primos para Superficies Hiperbolicas con Frontera

Geodésica:

ehL

Nh_L.

Aqui, h es la entropia del flujo geodésico. Esta entropia equivale a la dimensién de Hausdorff
del Conjunto de Cantor al infinito, el cual es la clausura de los puntos extremos al infinito de los
levantamientos de geodésicas cerradas [29]. En el caso de superficies cerradas, h = 1. Ver, por
ejemplo, [27] para una definicién precisa de entropia. Una prueba del Teorema de los Nimeros
Primos para Superficies Hiperbdlicas con Frontera puede encontrarse en [I8], ver también [12].
El caso de las superficies con punciones es mas complicado.

Cs(L)

Ejemplo 1. Para ilustrar estas ideas, hemos considerado un espacio de pantalones hiperbdlico
(2.5,2.6,5) como en la Definicién y hemos computado las longitud geométrica de todas las
geodésicas mas cortas de 50 (ver Apéndice . Hemos computado la longitud de todas las
geodésicas con longitud de palabra no mayor a 20 (20 era la méxima longitud de palabra que
nuestra computadora podia manejar en una cantidad razonable de tiempo). Por el Corolario ,
este conjunto de geodésicas contiene todas las geodésicas de longitud hasta 50 (ya que la
constante C' del Corolario es 2.5 = min{2.5,2.6,2}).

Para estimar h en este caso, resolvemos numéricamente para h en la ecuacion

e50h

T 8,532, 116.
(8,532,116 es el numero total de geodésicas con longitud menor a 50 en este espacio de pan-
talones). Obtuvimos 0.378 como el valor aproximado de h, que es la dimensién de Hausdorff
del conjunto limite. Para cada entero L € {1,2,---,50}, graficamos el punto (L,Cxs(L)) (re-
cuerde que Cx (L) es el numero total de geodésicas con longitud hasta L) junto con la funcién

F(z) = 22 en la Figura , izquierda.

0.378z
Observacion 3.7. En todos estos calculos, dado que estamos tinicamente interesados en el con-
teo, consideramos geodésicas no orientadas. El nimero de geodésicas orientadas se obtiene
duplicando el nimero de geodésicas no orientadas.

Ejemplo 2. Nosotros consideramos el toro rectangular (14, 16) (Definicién [A.7)) y todas las
geodésicas con longitud hasta 280, y procedimos como en el Ejemplo [I} Los resultados se
muestran en la Figura |7, derecha. Aqui nuestra estimacién de h es 0.0736 (43,335,144 es el
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FIGURA 7. Los puntos (L,Cs(L)), L € {1,2,---,50} y la funcién F(z) = Gz
para el espacio de pantalones (arriba), y los puntos (L, Cs (L)), L € {1,2,--- ,280}

o, 0.0736x
y la funcién F(r) = §5=6-

LRARALRS

F1GURA 8. Tres representantes de la clase de homotopia libre en los pantalones.

para el toro (abajo).

nimero total de geodésicas en esta métrica con longitud menor que 280). Esta dimensién es
tan pequena porque la longitud de la frontera geodésica, aproximadamente 57.227, es grande
(comparada con la longitud de los generadores).

Observacion 3.8. Note que el crecimiento del nimero de geodésicas en una superficie cerrada
es independiente de la geometria y la topologia de la superficie, mientras que el crecimiento del
nimero de geodésicas en superficies con frontera depende de la geometria de la superficie.

4. NUMEROS DE AUTO-INTERSECCION DE CURVAS CERRADAS EN SUPERFICIES

A cualquier clase de curvas se le asocia naturalmente un nimero no negativo, el numero
de auto-interseccion. Este es el nimero de veces més pequeno que algin representante de la
clase se cruza a si mismo. Por ejemplo, el nimero de auto-interseccion de las curvas en la
Figura |8 es 3. El numero de auto-interseccion de una clase de homotopia libre de curvas w,
denotado por SI(w), es el minimo de todos los nimeros de auto-interseccién de curvas en w. En
la Figura[g] se exhiben tres representantes de la misma clase de homotopia libre. El niimero de
auto-interseccién de la clase es 3 (més adelante daremos una idea de por qué 3 es la respuesta).

Recuerde del Teorema [3.3] que cada clase libre de homotopia tiene un tnico representante
que es una geodésica.

Teorema 4.1. El numero de auto-interseccion del representante geodésico de una clase libre
de homotopia es igual al nuimero de auto-interseccion de la clase. En otras palabras, el nimero
de auto-interseccion de la geodésica es el minimo numero posible para cualquier representante.

El Teorema [4.1] fue notado por Poincaré para el caso de auto-interseccién cero.

El Teorema es una consecuencia de [I3, Teorema 2|, donde se afirma que una curva a
que tiene numero de auto-interseccion mas grande que el minimo, tiene un bigon singular o
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F1GUrA 9. Un representante de la clase aaaba BB en el toro con una componente
de frontera

un monogon singular (las palabras “bigon” y “monogon” son “abusos” del idioma inglés para
referirse a poligonos de dos lados o un lado respectivamente). Un bigon singular consiste de
un par de arcos disjuntos del circulo cuyos extremos son enviados por a a los mismos puntos
y sus imdgenes encierran un disco (no necesariamente embebido) en la superficie. Ahora bien,
noétese que si una curva tiene un bigon singular, entonces no habra dos levantamientos de
esta curva a la cubierta universal que encierren un bigon. Pero en la cubierta universal estos
levantamientos son lineas rectas, y hay una tnica linea que pasa a través de cada par de puntos.
Luego tendriamos una contradiccion si el representante geodésico no tuviese el minimo ntimero
de auto-intersecciones.

Observacion 4.2. El hecho de que una geodésica realiza el minimo nimero de interseccién
muestra de nuevo cuan entrelazados estan el universo combinatorial y el universo geométrico.

Hemos visto que se pueden asociar tres nimeros a una clase de homotopia libre de curvas
cerradas w: el nimero de auto-interseccién SI(w), la longitud de palabra WL(w) (suponiendo
una eleccién dada de un conjunto de generadores para el grupo fundamental), y la longitud
geométrica GL(w) (suponiendo una eleccién de una métrica hiperbdlica en la superficie).

Observacion 4.3. La clase de homotopia libre en la Figura [§ presenta una caracteristica muy
interesante: el Unico “dibujo” que puede lograrse con un representante geodésico es el de la
izquierda. Esto fue notado por Hass y Scott en [I4], donde ellos dieron la siguiente prueba,
debida a Agol. Si la curva de la derecha es el “dibujo” de una geodésica, entonces la superficie
menos la curva tiene cinco componentes conexas; los tres “punos” (siguiendo con el lenguaje
textil ahora que hablamos de pantalones), un tridngulo y un hexdgono. No es dificil ver que
la suma de los dngulos interiores del hexdgono equivale a 67 menos el doble de la suma de los
angulos interiores del tridngulo. Dado que la suma de los dngulos interiores del hexagono es
menor que 47, la suma de los angulos interiores del tridgulo es mayor que 7, una contradiccién.
(La nocién precisa de “dibujo” (picture) esta dada en [14]).

4.1. Calcular el niimero de auto-interseccién a partir de palabras de curvas. Bir-
man y Series [4] hallaron un algoritmo para determinar si una clase de homotopia libre (dada
como una palabra ciclica reducida) de curvas en una superficie con frontera es simple, es decir,
tiene nimero de auto-interseccién 0. Cohen y Lustig [I1] extendieron el método de Birman y
Series para estudiar el niimero de interseccion de una clase en una superficie con frontera. Lustig
[20], usando argumentos anédlogos (aunque més intrincados), dio un algoritmo para determinar
nimeros de auto-intersecciéon en una superficie cerrada.

Observacion 4.4. A pesar de que los numeros de auto-interseccién dependen unicamente de
la topologia de la superficie, las pruebas de algoritmo de Cohen-Lustig-Birman-Series usan
geometria hiperbdlica.
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Par de sub-palabras

i aa, BB

ii aa ,BB

iii aab ,Baa

iv Baaa, aaab

v aba, aBB

vi aba , BBa
TABLA 1. Pares ligados de la palabra aaaba BB. Las etiquetas i, 11, . .., vt corres-
ponden a la Figura [9

A

)

\\\

FicurA 10. Un representante minimal de la clase aaabaBB en los pantalones.

B

No explicaremos el algoritmo aqui pero daremos una idea aproximada de una forma equi-
valente del algoritmo de Birman-Series-Cohen-Lustig que aparece en [7]. El punto de auto-
interseccién etiquetado i en la Figura[J estd en la interseccién del arco de la curva que va desde
la arista etiquetada b hasta la arista etiquetada B, y el arco de la curva que va desde la arista
etiquetada A hasta la arista etiquetada a. La primera arista corresponde a la sub-palabra BB
de la palabra ciclica aaabaBB, y la segunda arista corresponde a la segunda ocurrencia de la
sub-palabra aa en aaabaBB. El lado derecho de la Figura [J] es una ilustracién de otro tipo de
par de sub-palabras que implica una interseccion.

Notese que este punto de intersecciéon no depende de las propiedades “globales” de la pa-
labra. De hecho, cualquier palabra que contenga las sub-palabras BB y aa tendra un punto
de auto-interseccién en arcos analogos. En general, hay una correspondencia uno-a-uno entre
las ocurrencias de ciertos pares de sub-palabras y los puntos de auto-intersecciéon de un repre-
sentante de una clase (que se intersecta a si mismo en el minimo nimero posible de puntos).
Los pares de sub-palabras de aaabaBB que corresponden a los puntos de auto-interseccion de
representantes minimales estén listados en la Tabla [I}

Observacion 4.5. Los pares de sub-palabras que determinan el niimero de auto-interseccion de
una curva dependen unicamente de la palabra de superficie. Por ejemplo, la palabra de curva
aaabaB B tiene auto-interseccién 7 en el toro con una componente de frontera asociado a la
palabra de superficie abAB (Figura@ y auto-interseccién 5 en el espacio de pantalones asociado
a la palabra de superficie a AbB.

5. RELACIONES ENTRE LA LONGITUD DE PALABRA Y EL NUMERO DE
AUTO-INTERSECCION

El algoritmo de Birman-Cohen-Lustig, o su forma equivalente [7] pueden ser programados.
Nosotros lo hicimos y encontramos las siguientes tablas, organizando palabras ciclicas por lon-
gitud de palabra y auto-interseccién. Méas precisamente, denote por P(K, L) el niimero de clases
de homotopia libre de curvas no dirigidas que no son potencias en el espacio de pantalones y
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11200 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ] () 0 0 ] 0 0 0
2/110 0 0 0 0 O 0 0 0 o 0 0 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3022 0 0 0 0 O 0 0o 0 o 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4/005 4 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0
500210 8 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0
6/0 00 617 14 13 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7/0 0 0 2 12 28 34 38 22 8 8 2 2 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8/0 00 0 6 20 46 76 79 50 52 40 20 12 2 2 1] ] o o 0 ] 0 0 0
9/0 00 0 2 12 32 84 140 146 140 158 134 98 66 40 24 6 6 2 2 0 0 0 0
100 00 0 0O 6 20 52 146 226 264 330 371 358 339 274 206 120 91 72 33 22 [ 4 0
111000 0 0 2 12 32 232 354 480 638 782 866 878 856 694 538 522 388 264 188 100 62
12/0 00 0 0 0 6 20 52 156 345 550 818 1116 1502 1818 1998 2080 1944 1888 1786 1482 1314 1032 716
13000 0 0 0 2 12 32 244 506 852 1298 1888 2670 3374 4042 4458 4716 5078 4966 4768 4620 3974
14/0 00 0 0 0 0 6 20 52 156 360 737 1282 1989 3056 4443 5836 7369 8750 10054 11208 12055 12744 12822
155000 0 0 0 0 2 12 32 244 524 1076 1870 3010 4738 7002 9602 12542 15784 19132 22398 25930 28954
16000 0 0 0 0 O 6 20 52 156 360 758 1548 2686 4449 7092 10664 15032 20370 26594 33450 41478 50056
177000 0 0 0 0 O 2 12 32 244 524 2184 3840 6426 10328 15798 22666 31656 42538 55416 71432
18000 0 0 0 0 O 0 6 20 52 156 360 758 3050 5418 9116 14754 22761 33298 47451 65244 87852
190 00 0 0 0 0 O 0 12 32 244 524 2216 4256 7550 12724 20718 32110 47774 69124 97002
200000 0 0 0 0 O 0 0 6 20 52 156 360 758! 3086 5891 10412 17544 28578 44654 67144 98324
FI1Gura 11. En la fila L, columna K, tenemos a P(K, L), el nimero de clases
de homotopia libre de curvas cerradas (no dirigidas) que no son potencias, en el
espacio de pantalones, y tales que la longitud de la palabra es L y la auto-
interseccion es K.
1 2 0 0 0 0 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 0 (] (]
2 2 0 0 0 0 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 0 (] (]
3 2 0 0 0 0 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 0 (] (]
4 5 4 0 0 0 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 0 (] (]
5 8 4 12 0 0 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 0 (] (]
6 4 8 16 20 10 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 0 (] (]
7 12 8 16 24 56 12 28 0 (] (] (] 0 0 0 (] (] (] 0 ) ) ) (] (]
8 8 12 26 38 58 78 68 52 45 20 (] 0 0 0 (] (] (] 0 0 0 0 (] (]
9 12 16 32 60 72 120 192 104 188 68 152 24 52 0 (] (] (] 0 0 0 ) (] (]
10 8 16 36 84 136 166 246 314 322 350 350 274 232 180 112 80 34 (] (] (] (] 0 0
11 20 24 40 80 136 292 332 600 640 684 804 684 1024 488 852 264 536 132 296 40 84 0 (]
12 8 20 52 104 186 330 524 704 1022 1348 1544 1790 1933 1896 1908 1806 1636 1410 1138 904 654 480 340
13 24 24 52 132 228 376 608 1040 1248 2232 2376 3524 3488 4484 4452 4664 5268 3992 5196 2880 4368 1876 3308
14 12 40 68 132 252 464 778 1290 1916 2624 3736 4992 6210 7670 9000 10234 11214 11886 12186 11818 11436 10788 9704
15 16 40 84 152 284 524 904 1444 2484 3580 4948 7380 8936 12700 13674 19420 19184 26108 24908 30180 29224 30628 31308
16 16 24 60 176 340 596 1072 1774 2808 4432 6600 9286 13138 17410 22406 28488 34735 41928 49332 56258 62838 68250 73080
17 32 48 80 184 356 708 1180 1992 3140 4904 8224 11700 17832 23620 32384 41108 52236 67324 77952 101244 106908 138092 136448
18 12 36 108 204 392 712 1272 2208 3816 6118 9382 14524 21072 29640 41840 56552 74910 97174 123214 152678 184688 219860 256646
19 36 32 92 240 448 840 1424 2612 4108 7080 10564 16408 25160 36272 53612 72332 102576 128732 177452 214540 281348 336756 415164
20 16 40 88 216 472 884 1632 2824 4704 7694 12434 19224 29104 43590 63098 89990 125784 171134 229774 301350 388639 492738 614798

FIGURA 12. En la fila L, columna K, tenemos a P(K, L), el nimero de clases
de homotopia libre de curvas cerradas (no dirigidas) que no son potencias, en el
toro con una puncion, y tales que la longitud de la palabra es L y la auto-
interseccion es K.

con longitud de palabra L y ntumero de auto-interseccién K. (Note que hay exactamente el
doble de curvas dirigidas que no dirigidas).

Por ejemplo, en los pantalones con palabra de superficie aAbB hay exactamente dos clases
de homotopia libre de curvas no dirigidas que no son potencias y con longitud de palabra uno
y auto-interseccién cero, precisamente a y b. En este caso, P(0,1) = 2. Similarmente, hay una
sola clase de homotopia libre de curvas no dirigidas que no es potencia con longitud de palabra
2 y auto-interseccién 1, la “figura ocho”, aB. Entonces P(1,2) = 1.
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Las Figuras [I1] y [[2] exhiben muchos patrones. En esta subseccién, asi como en la subsec-
cién [8.1] discutiremos algunos de los patrones que hemos probado en conjunto con otros autores,
e indicaremos los que hemos visto pero atin no han sido probados.

5.1. Maxima auto-interseccion para una longitud de palabra dada. El siguiente re-
sultado es probado en [10, Teorema 1.7].

Teorema 5.1. Para cada clase de homotopia libre de curvas w en los pantalones, SI(w) >

WL(w)—2
2

optima.

J, donde |x| denota el entero mds grande que es menor o igual a x. Esta cota es

El siguiente hecho es una consecuencia directa del Teorema [10, Corolario 1.8].

Teorema 5.2. FEl espacio de pantalones es la unica superficie con caracteristica de Fuler nega-
tiva que tiene solo finitas clases de homotopia libre de curvas con una auto-interseccion dada.

Teorema 5.3. El mdzimo niumero de auto-interseccion de una clase de homotopia libre (po-
siblemente una potencia) en el espacio de pantalones con longitud de palabra L estd acotada

. 2 . , .
superiormente por LT + % — 1. Si L es par entonces esta cota es optima.
El mdzimo nimero de auto-interseccion de una clase de homotopia libre que no es potencia
L?-2

en el toro con una puncion y con longitud de palabra L es LTJ Esta cota es optima.

5.2. Conjeturas. La Figura|[l1l|nos lleva a lo siguiente:

Conjetura 1. En el espacio de pantalones hay una sucesion creciente, cuyos primeros términos
son

2,6,12, 20,32, 52,92, 156, 244, 360,524 . . .,

tal que para cada L en {K +3, K +4,...,2K + 1}, P(K, L) es el (2K +2 — L)-ésimo término
de la sucesion.

Nosotros observamos los siguientes patrones en las entradas P(K, L) de estas tablas, y tablas
analogas que computamos para otras superficies con frontera.

Conjetura 2. Para todas las superficies con frontera

(1) Si dos celdas en la misma fila tienen una entrada positiva, todas las celdas en medio en esa
misma fila también tienen entradas positivas.
(2) La sucesion {ax} definida por

ax = min{WL(w) : SI(w) = K}
es creciente.

El siguiente resultado fue demostrado recientemente by Erlandsson [?]

Teorema 5.4. Denote por g y b el género y el nimero de componentes de frontera de una
superficie con caracteristica de FEuler megativa, respectivamente. Para cada K, la sucesion
P(K, L)/L%%25 converge a un nimero positivo cx cuando L tiende a infinito. (Ver Figu-
ra[13 para una illustracion de este teorema).

No es diffcil ver que (1) implica (2) en la Conjetura 2] Compérese la Conjetura [2 con [22].

También hemos calculado tablas de longitud de palabra/auto-interseccién para otras superfi-
cies con frontera. Estos experimentos no suguerian polinomios precisos como en el Teorema [5.3]
pero nos llevan a la siguiente conjetura (ver [10, Conjetura 1.10]).
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500.00
12| 0.11 028 0.72 144 258 458 7.28 9.78
13| 028 028 062 156 270 445 720 1231 375.00
141 012 041 069 135 257 473 794 13.16
15/ 014 036 0.75 135 252 466 8.04 1284

250.00

16/ 0.13 0.19 047 1.38 266 4.66 838 13.86
17| 022 0.33 055 127 246 490 817 13.79

18] 0.07 0.22 067 126 242 440 785 1363 125.00

19/ 0.20 0.18 051 1.33 248 465 7.89 14.47

20| 0.08 020 044 1.08 236 4.42 816 14.12 0.00 0=
21| 011 029 058 120 227 455 7.95 141 0123456738 9101112131415

Ficura 13. A laizquierda: En la fila L, columna K, esta el nimero de clases de
homotopia libre de curvas cerradas en el toro con una puncién que tienen longitud
de palabra igual a L y auto-interseccién K, todos estos nimeros divididos por
L?. A la derecha: La funcién K — P(K,21) para K € {0,1,..,15}.

Conjetura 3. Considere una superficie ¥ con frontera y caracteristica de Fuler x negativa.
Denote por Slyax(L) el mdzimo nimero de auto-interseccion para todas las clases de homotopia
libre de curvas cerradas en 3. de longitud de palabra a lo sumo L. Entonces

. Slnax(L) X
lim = )
L—oo L2 2y —1

Observacion 5.5. Considere un representante de una clase con longitud de palabra L que pueda
ser descompuesto como una union de L segmentos rectos en el poligono obtenido al remover de
la superficie el arco elegido en la Subseccién [2.1] Dado que las lineas se intersectan en a lo sumo
un punto, el maximo nimero de puntos de auto-interseccién es menor o igual a (é) = @

SImax(L) _ X
3 = gy en la

Por otro lado, cuando la caracteristica de Euler va al infinito, limy,_,.,

Conjetura [3| tiende a % Esta es una verificacion de consistencia.

6. CRECIMIENTO DEL NUMERO DE GEODESICAS CON UNA AUTO-INTERSECCION DADA

Sabemos por el Teorema que el crecimiento del nimero de geodésicas de hasta longitud
L es exponencial en L. En esta seccién partiremos estos conjuntos de geodésicas de acuerdo al
nimero de auto-interseccion.

6.1. Crecimiento del nimero de geodésicas simples. Para cada entero no-negativo K,
denote por Cx (L, K) al cardinal del conjunto de geodésicas en ¥ con niimero de auto-interseccion
K y longitud geométrica a lo sumo L.

Por mucho tiempo, muchos investigadores intentaron determinar el crecimiento de Cx(L,0).
En 1985, Birman y Series [5] probaron que la unién de todas las geodésicas cerradas forma un
conjunto muy “delgado”.

Teorema 6.1. Para cada entero no-negativo k, el conjunto Sy de puntos en una superficie
hiperbolica que yacen en una geodésica completa con numero de auto-interseccion a lo sumo k
es nunca denso y tiene dimension de Hausdorff uno.

Para curvas simples, el Teorema fue observado por primera vez por Bill Thurston a
mediados de los anos setenta.

Birman y Series afirmaron que el niimero de geodésicas simples de longitud a lo sumo L esta
acotado por un polinomio de grado 6g 4+ 2b — 6, donde g y b son el género y el nimero de
componentes de frontera de la superficie respectivamente.

En 2001, Rivin [25] probé lo siguiente:
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Teorema 6.2. Sea X una superficie hiperbolica con género g, b componentes de frontera y c
cuernos. Entonces existen constantes c(X) y d(X) tales que

c(Z) . [,Bo+2b+2c—6 < CE(L,O) < d(Z) . [89+2b+2c—6

En su tesis doctoral [2I] (ver también [22]), Mirzakhani probé lo siguiente:

Teorema 6.3. Sea M, el espacio moduli de superficies de Riemann hiperbolicas de género g
con n cuernos. Entonces

Cs(L,0) ~ ¢(X) L8920

donde c¢: My, — R es una funcion continua y propia. (Recuerde que ~ quiere decir asintoti-

o).

Mirzakhani también calculé el primer coeficiente.

El Teorema [6.3] es parte del trabajo por el que Mirzakhani recibié la Medalla Fields. Otra
parte se ocupa de flujos en espacios de Teichmiiller de todas las superficies hiperbdlicas con una
topologia fija, ver por ejemplo [I].

Ejemplo 3. Ilustramos el Teorema como sigue. En el toro rectangular (14,16) descrito
en el Apéndice consideramos el conjunto de todas las geodésicas con longitud geométrica
hasta 280 como en el Ejemplo [I} De este conjunto seleccionamos, usando el algoritmo descrito
en la Subseccién [4.1], todas las geodésicas simples cerradas y calculamos la longitud geométrica
de cada una de ellas. En esta métrica hay 225 geodésicas simples con longitud hasta 280.

Ordenamos las longitudes de estas 225 geodésicas de mayor a menor: {ly, [, ..., l225}.
- 2
y=18.53/x y =0.00288 x
240
280
240 200
200 160
160 120
120
80
80
v 40
40 80 120 160 200 40 80 120 160 200 240 280
y=46.4852+12.687 vV x y=20.6717 — 0.683102 x + 0.00652234 x°
300
300
250
250
200
200
150
150
100 100
50 50
50 100 150 200 250 300 350 100 150 200 250

FIGURA 14. Arriba a la izquierda: los puntos de la forma (i, [;) del Ejemploy la
gréfica de la funcién g(x) = 18.53y/x. Arriba a la derecha: los puntos de la forma
(n,Cs(n,0)) y la funcién f(z) = 0.0028z%. Abajo a la izquierda: los puntos de la
forma (i,1;) del Ejemplo 4|y la gréfica de la funcién g(z) = 46.4852 + 12.687/x.
Abajo a la derecha: los puntos de la froma (n,Cs(n,1)) y la funcién f(z) =
20.6717 — 0.683102z + 0.0065223422.
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En la Figura [14] graficamos los puntos de la forma (i,;) para cada i en {1,2,...,225}.

Definamos la funcién F(L) = Cx(L,0), esto es, F(L) es el nimero de geodésicas simples en
nuestro toro hiperbdlico con longitud a lo sumo L.

Por el Teorema de Mirzakhani , esta funcién es asintética a c¢(X)L?. Si “pretendemos”
que F(L) = ¢(3)L?, entonces F~1(i) = l;, dado que i es el niimero de geodésicas simples de
longitud a lo sumo /;. Luego el conjunto de puntos de la forma (i,;) puede ser aproximado por
una funcién g(x) = d - /x para alguna constante d. Aproximamos esta constante por minimos
cuadrados y obtuvimos un valor de 18.53. La funcién g(x) = 18.53,/x junto con los puntos esta
graficada en la Figura

Observe que el resultado de Mirzakhani es asintético, asi que no es un “hecho” que siempre
se pueda obtener una buena aproximacion como la que mostramos en la Figura

Observacion 6.4. El espacio de pantalones tiene un nimero finito de geodésicas con cada auto-
interseccion fija. Por lo tanto, un anélisis similar al del Ejemplo[3|no dard resultados interesantes.

6.2. Crecimiento del niimero de geodésicas con auto-interseccién mayor que cero.
Usando el enfoque de Mirzakhani, Rivin [26] probo:

Teorema 6.5. Eriste una constante ¢(X) dependiente de la estructura hiperbolica en X tal que:
Cs(L,1) ~ ¢(X) L0926,

Ejemplo 4. Nosotros repetimos los calculos que hicimos en el Ejemplo [3] pero ahora consi-
derando geodésicas con auto-interseccién uno. Hay 329 geodésicas con auto-interseccién uno
y longitud menor a 280, ver la Figura [14] También repetimos los cdlculos que hicimos en el
Ejemplo [3| considerando geodésicas con nimero de auto-interseccién 10, 20, 30, 40, 50, 60 y 70.
Los resultados se muestran en la Figura [I5 Observe que en esa figura, la escala del eje x varfa
considerablemente, dado que el niimero de geodésicas con un niimero de interseccion fijo y has-
ta una cierta longitud, también varia considerablemente (compare con la Subseccién . Mas
aun, por el Teorema una geodésica con numero de auto-interseccion “grande”, digamos
70, tiene que ser “suficientemente larga”. En nuestro ejemplo, hay alrededor de 600 geodésicas
cerradas con nimero de auto-interseccion 70 y longitud geométrica a lo sumo 280. La ma&s corta
tiene longitud 279.227 aproximadamente.

Los resultados anteriores, asi como también los experimentos computacionales, suguieren
que el crecimiento del nimero de geodésicas de una auto-interseccion dada es el mismo que el
crecimiento de las geodésicas (pero el primer coeficiente es distinto). Este resultado fue probado
recientemente (ver [?], [?]).

Fije una superficie hiperbdlica > y denote por G(K, L) el numero de geodésicas cerradas con
niumero de auto-interseccion K y longitud geométrica a lo sumo L.

Teorema 6.6. Para cada superficie hiperbdlica de género g con b componentes de frontera
geodésicas y p punciones, y para cada K, la sucesion G(K, L)/ LS972+20=6 converge a un nimero
positivo dg cuando L tiende al infinito.

Conjetura 4. La sucesion {dx} en el Teorema[6.6 crece exponencialmente con K.

Observacidn 6.7. Suponiendo que las graficas de la Figura [15] tienen la forma y = cy/z + d,
entonces ¢ puede ser estimado como 2,/7¢ donde zj es la coordenada z y la pendiente varia de
+0o a 0 (digamos que es 1). Después de xq la grafica luce como una linea horizontal en este
re-escalamiento.

7. RELACIONES ENTRE LA LONGITUD GEOMETRICA Y EL NUMERO DE
AUTO-INTERSECCION

Recordemos que por los Teoremas [3.5]y el crecimiento del nimero de geodésicas cerradas
en una superficie hiperbdlica segin la longitud geométrica L es exponencial en L. Por otro lado,
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280 Self — Intersection 0 Self — Intersection 10
280

210 210

140  ad 140
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FI1GUura 15. Para cada s € {0,10,...70}, ordenamos (de menor al mayor) las
longitudes de las n(s) geodésicas con auto-interseccién s y longitud geométrica a
lo sumo 280, {ly,l2,...,lys}, y graficamos los puntos de la forma (i, ;).

el crecimiento del nimero de geodésicas simples en superficies hiperbédlicas segin la longitud
L es polinomial en L, en virtud del Teorema [6.3. En el espacio de pantalones hay solamente
tres geodésicas simples no orientadas (el polinomio correspondiente tiene grado cero). Para
todo el resto de las superficies hiperbdlicas, el polinomio tiene grado positivo. Asi, en estos
casos no hay una cota superior en la longitud de geodésicas simples. La Conjetura 4] afirma
que un resultado andlogo es cierto para geodésicas con un nimero de auto-interseccion fijo.
En esta seccion exploraremos cotas inferiores para la longitud geométrica de geodésicas con
una auto-interseccion dada. En lineas generales, una geodésica debe ser “larga” para tener un
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nimero grande de auto-intersecciones. Més aun, Basmajian [3] probé que el nimero de auto-
intersecciones de una geodésica cerrada es acotado por un miltiplo constante del cuadrado de
la longitud hiperbdlica. Compérese con el Teorema [5.3]y la Conjetura [3]

Teorema 7.1. Si 3 es una superficie hiperbolica con frontera geodésica (posiblemente vacia)
entonces eziste una constante d(X), dependiente de la métrica hiperbdlica en X, de manera tal
que SI(w) < d(¥) WL(w)?, donde d(X) es una funcién continua de .

Ejemplo 5. Para ilustrar el Teoremal7.1] hemos calculado las tablas mostradas en la Figura[106]
donde se toman algunas longitudes geométricas L y se calcula el méximo de SI(w)/ GL(w)?
para todo w tal que GL(w) < L. Si ¥ es el espacio de pantalones hiperbdlico (2.5,2.6,5) como
en la Definicién E entonces d(X) es aproximadamente 0.025, y en el caso del toro rectangular
(14,16) (Definicién [A.7)), la constante es aproximadamente 0.0009.

Pants 2.5, 2.6, S Rectangular tforus 14-16
22.5 0.024709423 126.0 0.000654914
25 0.024952905 140.0 0.000696838
27.5 0.024952905 154.0 0.000738147
30 0.024952905 168.0 0.000769400
32.5 0.025073507 182.0 0.000795936
35 0.025073507 196.0 0.000820391
37.5 0.025073507 210.0 0.000838317
40 0.025073507 224.0 0.000858166
42.5 0.025073507 238.0 0.000870696
4s 0.025073507 252.0 0.000887266

FI1GUuRrA 16. Estimacion de la constante d(3) del Teorema

7.1. Cotas inferiores para la longitud de la geodésica mas corta con una auto-
intersecciéon dada. Una geodésica (en cualquier superficie hiperbdlica, posiblemente con pun-
ciones y frontera geodésica) con longitud menor a 4log(1 + v/2) es simple, [15, 24, 30, 31]. En
[2] v [3] Basmajian probd la siguiente generalizacion:

Teorema 7.2. Para todas las superficies hiperbolicas compactas con frontera geodésica y un
numero finito de cuernos, existe una sucesion de constantes que tienden al infinito cuando k

lo hace, tales que si una geodésica en w tiene longitud geométrica menor que My entonces
SI(w) < k.

Basmajian extendi6 estos resultados en [3], mostrando que estas constantes son 6ptimas en
el siguiente sentido:

Teorema 7.3. Para cada k € N, existe una superficie hiperbolica y una geodésica en dicha
superficie con numero de auto-interseccion k y longitud geométrica M. Mas aun,

log(2k)

< M, < 2cosh™(2k +1).

Como un corolario, Basmajian afirmé:
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Teorema 7.4. Si w es una geodésica cerrada en una superficie hiperbdlica (posiblemente con
punciones y frontera geodésica) que satisface GL(w) < %, entonces el numero de auto-

interseccion de w es a lo sumo k — 1.

Basmajian se pregunté si lo siguiente es verdadero.

Conjetura 5. La sucesion { My} es creciente.

Note que las constantes M, son universales en el sentido en que sirven para cualquier super-
ficie hiperbdlica (posiblemente con punciones y frontera geodésica). Pueden hacerse preguntas
similares para una superficie hiperbdlica fija: considere la sucesion {si }r>0, donde si es la lon-
gitud geométrica de la geodésica mas corta con numero de auto-interseccién k. No es dificil
probar que sy < s para todo k > 0. Buser [0, Teorema 4.2.4] probé que en una superficie
hiperbélica cerrada, s; < s, para todo k > 2.

Basmajian probé:
Teorema 7.5. Sea X una superficie hiperbdlica.

(1) Sea ¥ una superficie compacta con frontera geodésica (posiblemente vacia). Denote por
L(X) a la longitud de la geodésica con una sola auto-interseccion en X. Entonces existe una
constante ¢(X) tal que

c(D)Vk < s < 3L(S) (JE+ 1) .

Mds aiin, la constante d(3) del Teorema[7.]] satisface d(X) = 1/c(X)?.
(2) Si % tiene al menos un cuerno y no es el disco con una puncion, entonces para k = 2,3, ...
se tiene

1 k
5 log (5) < 5p(8) < 2sinh ™ (k) + d(2) + 1,

donde d(X) es la distancia ortogonal mds corta desde la frontera de longitud uno de un
cuerno en X a st misma.

Conjetura 6. La sucesion {sy} es creciente. Mds aun, para cada superficie hiperbolica ¥ de
género g y b componentes (geodésicas) de frontera, existe una constante u(X) (dependiente de
la métrica) tal que la sucesion {s, — u(X)Vk} es acotada.

Adicionalmente, en el caso del espacio de pantalones la sucesion {s, — uw(X)Vk} tiende a

cero cuando k tiende al infinito, y en las demds superficies hiperbolicas la sucesion tiende a una
constante positiva.

Observe que la Conjetura (1) es la versién combinatoria de la Conjetura @

Nuestra evidencia computacional apoya la Conjetura [l Intentamos con varias métricas dis-
tintas en el espacio de pantalones y varias métricas distintas en el toro rectangular con una
componente de frontera descrito en la Subseccion [A.2]

Ejemplo 6. La longitud de la geodésica méas corta con una auto-interseccion en el toro rectan-
gular (14, 16) (Definicién [A.7)), L(X), es aproximadamente 57.2274. En el Ejemplo [5| estimamos
que la constante d(X) es aproximadamente 0.0009. Por el Teorema [7.5] ¢(X) es aproximada-
mente 33.33:

33.33VEk < s < 171.6822(Vk + 1).

En el espacio de pantalones (2.5,2.6,5), d(X) es aproximadamente 0.025. Luego ¢(X) es
alrededor de 6.32. La longitud L(X) de la geodésica més corta con una auto-interseccion es 6.6:

6.32Vk < sp < 19.8(Vk +1).
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FIGURA 17. Dos gréficas de la sucesion {s;} de la Conjetura [6] (como una fun-
cién de k) para el espacio de pantalones (2.5,2.6,5) (izquierda), y para un toro
rectangular (14, 16) (derecha).

8. ESTADISTICAS QUE RELACIONAN LONGITUD GEOMETRICA, LONGITUD DE PALABRA Y
AUTO-INTERSECCION

8.1. Muestreo de auto-interseccion por longitud de palabra. La Figura |18 muestra
el histograma de todas las clases de homotopia libre que no son potencias en el toro con
una puncion, con longitud de palabra 4,6,8,...,20, organizadas por auto-interseccién. Los
histogramas se representan a escala. Estos sugieren que la distribucién del muestreo de auto-
interseccién por longitud de palabra (apropiadamente normalizado) converge a una Gaussiana

cuando la longitud de palabra tiende a infinito. Probamos este resultado en conjunto con Steve
Lalley [8]:

Teorema A. En una superficie con frontera no vacia y caracteristica de Fuler x, la proporcion
de palabras w con longitud de palabra L tales que

SI(w) — £ - L?
G<W<b

12
converge cuando L tiende al infinito a \/%Tr ff e” 2 dx, donde

X 2 2x(2x* —2x +1)

"Taev—1 Y7 T Bl —12(x—1)

En otras palabras, cuando L es muy grande, la distribucion de la auto-interseccion de todas las
clases de homotopia libre de longitud de palabra L se acerca a una Gaussiana con media k - L?
y desviacion estdndar o - L3/?.

Observacion 8.1. Note que con longitud de palabra tan pequena como 20 obtenemos un his-
tograma que luce fuertemente como una Gaussiana. Desde luego, la poblacion en este caso es
extremadamente grande.
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WL=6

WL=10 WL=12 WL=14

WL=16 WL=18 WL =20

FicurA 18. Histogramas de clases de homotopia libre de curvas cerradas en el
toro puncién con diferentes longitudes de palabra fija, organizadas por auto-
interseccion.

Observacion 8.2. El valor esperado de la interseccion de n cuerdas aleatorias en un circulo es
—1 . —1)(n+3 , , . .

% y la varianza es n(n4—)5(n+), [28, Capitulo 6] (aqui una cuerda aleatoria es determinada por

dos puntos colocados en la circunferencia de forma independiente y aleatoria, con distribucién

uniforme). Compare con lo anterior: cuando la caracteristica de Euler y es muy grande, la

. . . . 2
media de las auto-intersecciones de todas las clases con longitud de palabra L es cercana a &

6
. 3

cuando L es grande, y la varianza es cercana a %.

Observacion 8.3. En el caso del espacio de pantalones y el toro con una componente de frontera,

la media de la auto-interseccién de todas las clases con longitud de palabra L es aproximada-

2 . . ., s . . 2
mente % para L grande, mientras que la auto-interseccion maxima es aproximadamente LT.

8.2. Muestreo de auto-interseccién por longitud geométrica. Lalley [18] y [19] probé

Teorema 8.4. (1) Si ¥ es una superficie cerrada de género g > 2 y curvatura constante negati-
va ¢, entonces para L grande la “mayoria” de las geodésicas cerradas de longitud geométrica

a lo sumo L tienen auto-interseccion proxima a mLQ.

(2) Sea ¥ una superficie hiperbdlica cerrada. Denote por wy una geodésica cerrada aleatoria
elegida de entre todas las geodésicas con longitud geométrica a lo sumo L. Entonces para
alguna distribucion de probabilidad ® y alguna constante k = k(%) SI(wLT)_W
distribucion a P.

(3) Si ¥ es una superficie cerrada con curvatura variable negativa, entonces para algunas cons-

SI —kL? L . L, ., .
tantes K = k' (2 o, SwL=rl” o hverge en distribucion a la distribucién Gaussiana
) ol,3/2

unitaria estandar.

converge en

Nuestros experimentos indican que para superficies con frontera geodésica, un resultado
analogo al Teorema (muestreando por longitud de palabra) y el Teorema de Lalley
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Self-intersection number sampling by geometric

length in the hyperbolic “rectangular torus” (14,16)
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Self-intersection number sampling by geometric
length in the hyperbolic pair of pants (2.5, 2.6,5).

Ficura 19. A la izquierda, histograma de la auto-interseccion de todas las
geodésicas de longitud geométrica hasta 280 en el toro rectangular hiperbdli-
co (14,16). A la derecha, histograma del nimero de auto-interseccién de todas
las geodésicas de longitud hasta 38 en el espacio de pantalones hiperbdlico

(2.5,2.6,5).
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FiGurA 20. Histogramas de la longitud geométrica de una muestra de 100,000
palabras con longitud de palabra 100 en diferentes espacios de pantalones hi-
perbdlicos. Los pardmetros (A, B, C) de la longitud de las componentes de fron-
tera se indican en cada grafica.

para curva variable (muestreando por longitud geométrica) es cierto. La Figura [19| exhibe el

resultado de algunos de nuestros experimentos.

Conjetura 7. Para una superficie hiperbolica con frontera geodésica, la distribucion del mues-
treo de auto-interseccion por longitud geométrica (apropiadamente normalizada) converge (en
distribucion) a una Gaussiana cuando la longitud tiende a infinito.

8.3. Muestreo de longitud geométrica por longitud de palabra. En [9] conjeturamos
que la longitud geométrica, muestrada por longitud de palabra, se aproxima a una Gaussiana
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A A
la lc/2

Ny b

B

Ficura 21. El octdgono obtenido “cortando” un espacio de pantalones hi-
perbdlico a la izquierda, y un representante de la curva aaBab a la derecha.

cuando la longitud de palabra tiende al infinito, ver Figura [20, Reciprocamente, los cdlcu-
los también sugieren que la distribucion de la longitud de palabra muestreada por longitud
geométrica tiende a una Gaussiana cuando la longitud geométrica tiende al infinito.

APENDICE A. COMO MUESTREAMOS POR LONGITUD GEOMETRICA

A.1. El espacio de pantalones. Por [0, Teorema 2.4.2], dados tres nimeros reales positivos
a, By 7, existe una unica tripleta de nimeros u, v y w y un unico poligono hiperbélico convexo
de angulos rectos, tal que las longitudes de sus lados son «, u, 8, v, v, w tomadas en orden ciclico.

Dados tres ntimeros reales positivos la,lb y lc, sean o = la/2, f = 1b/2 y v = lc/2, ¥
considere dos hexagonos congruentes con longitudes de lados alternantes «, 8 y . Pegando los
lados obvios se obtiene un espacio de pantalones hiperbdlico con frontera geodésica, tal que las
componentes de frontera tiene longitudes la, (b and lc, Figura [21]

Proposicién A.1. Sea C = min{la,lb,lc/2}. Para cada geodésica w en el espacio de pantalones
con componentes de frontera de longitudes la, b, lc,

GL(w) > C - WL(w),

donde la longitud de palabra es calculada en el alfabeto a,b.

Demostracion. Una geodésica cerrada w puede ser descompuesta como la unién de segmentos
geodésicos con extremos en las aristas etiquetadas a, A,b y B.

Afirmamos que cada uno de estos segmentos tiene longitud mayor a C. Al tener ésto, el
resultado se sigue.

Probaremos esta afirmacion en el caso de la geodésica aaBab representada en la Figura [21]

Considere el segmento desde la arista B, a la arista a. Este segmento estd en el lado superior
de un cuadrilatero con dos angulos rectos en la base. Por lo tanto es mas largo que la base, que
tiene longitud lc/2.

Ahora bien, consideremos el segmento de la arista A a la arista B. Este segmento es la unién
del segmento x; desde la arista A al segmento de la a lb (en rojo en la Figura7 y el segmento
Zo desde el segmento de la a [b a la arista B.
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Andlogamente a la manera en que se hizo anteriormente, z; tiene longitud mayor que la/2
y x9 tiene longitud mayor a x5. La prueba de la afirmacion para los otros segmentos, y para el
caso general, puede completarse siguiendo las mismas ideas. U

Corolario A.2. En el espacio de pantalones con componentes de frontera de longitud la, b, lc,
{wem : GL(w) < L} C{w e m : WL(w) <C-L},
donde C' = min{la, lb,lc/2} y la longitud de palabra es calculada en el alfabeto a,b.

Observacion A.3. La constante min{la, lb,lc/2} es 6ptima ya que GL(a) = la, GL(b) = lby
GL(ab) = lc.

Definicién A.4. Un espacio de pantalones (la,lb,lc) es un espacio de pantalones con una
métrica hiperbdlica y componentes de frontera geodésica con longitudes la, (b v lc.

Ahora describiremos la métrica del espacio de pantalones particular que discutimos en este
trabajo. Para mas detalles ver [9].

Sean z l "
cosh (% cosh(%) — 1 cosh(% A
@ (cosh(l—“()24>—1 (12> ) v b= (sinhQ(éi/)A cosh(@))
2 2 2
donde A — — COSh(%). cosh(%)—i—cosh(%)—&—\/% (4 cosh(%) COSh(%) cosh(%C)+cosh(la)+cosh(lb)+cosh(lc)+1) ‘

cosh(%‘)—&-l
Las matrices a y  generan un subgrupo discreto cocompacto G de PSL(2,R). Recuerde que

a-z+b

o4 El cociente

d
de H por G es nuestro espacio de pantalones. El octdgono hiperbdlico con angulos rectos de la
Figura21]es un dominio fundamental de la accién de G en H. La aplicacién cociente H — H/G
es un recubrimiento y la accién de G en H estd dada por las transformaciones deck.

una matriz <z b) en PSL(2,R) actia en el semi-plano superior H por z

Dada una palabra ciclica reducida w en los generadores a, b del grupo fundamental del espacio
de pantalones (y sus inversos), si se reemplaza cada ocurrencia de a por la matriz a, a™! por
la matriz o' y similarmente con b y 3, se obtiene una matriz g. La longitud de la geodésica

cerrada en w satisface:
o (S22 _ Lot
2 2

Asi, puede programarse la computadora para encontrar la longitud de todas las geodésicas
cerradas usando las matrices o y 5. En el ejemplo del espacio de pantalones (2.5,2.6,5) las
matrices son (aproximadamente)

_ (1888 0888\ .o (1970 —6690
= 12888 1.888) M7=\ 0431 1.970

Para estudiar todas las geodésicas de longitud geométrica hasta 50 en el espacio de pantalones
(2.5,2.6,5), hacemos que nuestro programa calcule la longitud geométrica de todas las palabras
ciclicas reducidas con longitud de palabra menor o igual a 20, y elegimos de este conjunto
aquellas con longitud geométrica de a lo sumo 50. Por el Corolario [A.2] ésto basta.

A.2. El toro con una componente de frontera. En esta subseccion describimos una
métrica en el toro con una componente de frontera geodésica debida a Bernard Maskit, que
satisface un enunciado similar a la Proposicion Esto nos permitird estudiar todas las
geodésicas hasta una longitud dada.

Fijemos dos ntimeros positivos la y Ib tales que sinhla - sinh (b > 1. Consideremos dos seg-
mentos geodésicos perpendiculares con longitud la/2 y Ib/2. Lance perpendiculares a cada uno
de estos segmentos desde el extremo que los segmentos no tienen en comtn. Por [6, Lema 2.3.5],
estas dos lineas son disjuntas, y mas atin, tienen una perpendicular comin. Por ende, se obtiene
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-/U L] arccosh(sinh(la).sinh(lb))

L\\
lla/2 )

Ib/2

AN

la/2

—

_\\_\ 1]

\

Ib/2

FiGura 22. Izquierda: Arcos de geodésicas en un “toro rectangular”. Derecha:
Uno de los cuatro pentagonos de angulos rectos que forman un toro rectangular.

un pentdgono con angulos rectos como en la Figura 22| (derecha). Pegando los pares apropiados
de aristas congruentes de cuatro de estos pentagonos obtenemos el toro hiperbdlico con frontera
geodésica.

Usando el mismo tipo de ideas de la prueba de la Proposicion , y el hecho [6] Lema 2.3.5]
de que la longitud del lado del pentidgono de angulos rectos es arccosh(sinh la sinh (b) puede
probarse:

Proposicion A.5. Para cada geodésica w en el toro de Maskit con una componente de frontera
y generadores de longitud la, lb,

GL(w) > C - WL(w),

donde C' = min{la, lb,lc} y coshle = sinhla - sinhlb. La longitud de palabra es calculada en el
alfabeto a,b. Por lo tanto,

{wem : GL(w) <L} C{wem : WL(w) <C-L}.

Demostracion. Una geodésica con longitud de palabra L puede ser descompuesta en N segmen-
tos que van “paralelos” a uno de los generadores o paralelos a un cuarto de la componente de
frontera. Asi, cada uno de estos segmentos es al menos min{la, lb, bd/4}, donde la y Ib denotan
las longitudes de los dos generadores respectivamente, y bd denota la longitud de la componente
de frontera. O

Observacion A.6. La constante min{la, [b, bd/4} es éptima dado que GL(a) = la, GL(b) =lby
GL(abAB) = lc.

Definicién A.7. Un toro rectangular (la,lb) es un toro con una métrica hiperbdlica y genera-
dores de longitud la y (b, construido pegando los pares de aristas apropiados de cuatro copias
de un pentagono con angulos rectos como en la Figura

Considere las matrices
el 0 [ cosh(lb) —sinh(lb)
a= (o ela> y b= (—sinh(lb) cosh(lb) |-

Calculamos las longitudes de geodésicas en el toro rectangular usando las matrices «, g de
arriba con la = 7 y b = 8, de manera similar a como lo hicimos en el espacio de pantalones.
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