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RESUMEN. En estas notas discutiremos la estructura del dlgebra de Lie de Goldman desde un punto de vista
bésico, junto con su relacién con la estructura de interseccién y auto-interseccién de curvas en superficies.
También haremos una lista de ejemplos y mencionaremos algunos de los problemas abiertos en este area.

Esta algebra de Lie se define mediante la combinacién de dos operaciones bien conocidas entre clases de
homotopia de curvas: la interseccién transversal y la composicién de lazos dirigidos que empiezan y terminan
en el mismo punto. Dicha &lgebra de Lie resulta ser una herramienta poderosa y su estructura ain posee
muchos misterios.
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1. INTRODUCCION

En los ochenta, Goldman [I0] describié una estructura inesperada de élgebra de Lie definida en las combi-
naciones lineales de clases de homotopia libre de curvas dirigidas cerradas en una superficie orientable. Esta
algebra de Lie se define mediante la combinacién de dos operaciones bien conocidas entre clases de homo-
topia de curvas: la interseccién transversal y la composicién de lazos dirigidos que empiezan y terminan en el
mismo punto. Dicha &dlgebra de Lie resulta ser una herramienta poderosa y su estructura ain posee muchos
misterios. Ha sido generalizada en direcciones diversas (ver la Seccién |§| para un ejemplo), ha propuesto
preguntas interesantes (ver Seccién@ y ha motivado un gran volumen de investigacion.
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El objetivo de estas notas es discutir esta algebra de Lie desde un punto de vista elemental, comenzando
con una descripcién del espacio lineal en el que se define el corchete (Seccién , seguido por la definicién
precisa (Seccién , continuando con ejemplos (Seccién |4)) y un estudio de la relacién ente el corchete y la
interseccién de curvas (Seccién , y finalizando con algunos problemas abiertos y desarrollos ulteriores en
este drea (Seccién [6)).

2. EL Z-MODULO DE CURVAS

Fijemos una superficie ¥ con o sin frontera, posiblemente no compacta. Consideremos dos curvas cerradas
orientadas a y b en X, es decir, dos aplicaciones a y b del circulo orientado a X. Las curvas a y b se dicen
libremente homotdpicas si existe una aplicacion F' de un cilindro C' en 3 tal que la restriccién de F' a una de
las componentes (orientadas) de frontera de C' coincide con a, y la restriccién a la otra componente coincide
con b.

F1GURA 1. Una homotopia (libre) entre las curvas a y o'

Las letras mindsculas a, b, ¢, ... se utilizardn para denotar curvas; las letras maytsculas A, B,C,... de-
notaran clases de homotopia libre de curvas. La clase del lazo trivial es denotada por o. Si x es una curva,
FH(x) denota su clase de homotopia libre y Z la curva x recorrida en direccién reversa. Ademds, para cada
entero positivo n, ™ es la curva que recorre n veces a x en la misma direccion.

Denotemos por 7 al conjunto de clases de homotopia libre de ¥ (ver Comentario 6.5 para una discusién
de esta notacién). El objetivo de la negrilla en “conjunto” es enfatizar el hecho de que no hay a priori
una estructura algebraica obvia en g, en contraste con la célebre estructura que Poincaré encontré para el
conjunto de clases de homotopia (basadas) de curvas cerradas en un espacio, el grupo fundamental.

El médulo libre de combinaciones lineales sobre el anillo de los enteros con base g se denota Z[mg]. Luego

un elemento de Z[mg] es una expresién lineal formal en clases de homotopia libre con coeficientes enteros. Un
ejemplo de dicha combinacién lineal utilizando la notacién definida anteriormente es

3FH(a) — FH(a) + o+ 7B + FH(a*).
Notese que la clase del lazo trivial no es cero; en simbolos, o # 0. Adema4s, si a es cualquier curva entonces

en general FH(a) # —FH(a) y FH(a3) # 3FH(a). Mas ain, o, FH(a), FH(a) y FH(a®) son en general
miembros distintos de la base 7.

Ejercicio 1. Pruebe que hay una biyeccion natural entre mg y el conjunto de componentes del espacio de
aplicaciones del circulo a ¥, con la topologia compacto-abierta. (Esta es la razdn por la cual el conjunto de
clases de homotopia libre es denotado por m).
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Ejercicio 2. Sea X un espacio arco-conexo y considere xog € X. Pruebe que hay una biyeccion entre el
congunto de clases de homotopia libre de aplicaciones del circulo orientado a X y el conjunto de clases de
conjugacion de elementos de (X, xo), el grupo fundamental de X con punto base xy. (Pista: Muestre que
hay una aplicacion de m (X, zg) al conjunto de clases de homotopia libre de aplicaciones del circulo a X, la
cual es constante en clases de conjugacion,).

Corolario 2.1. Si X es una superficie conexa entonces hay una biyeccion entre el conjunto de clases de
homotopia libre de curvas cerradas dirigidas en ¥ y el conjunto de clases de conjugacion de w1 (X, xo).

Si ¥ es una superficie orientable con frontera no vacia entonces el grupo fundamental de ¥ es libre.
Considere un conjunto minimal {z1,zs,...,z,} de generadores de este grupo libre. Una palabra ciclica es
una clase de equivalencia de palabras en {x1,zs,...,2,} v sus inversos, relacionadas por una permutacién
ciclica de sus letras. Una palabra es reducida si no contiene la yuxtaposicion de un generador y su inversa.

Ejercicio 3. Muestre que hay una correspondencia natural uno-a-uno entre palabras ciclicas reducidas y
clases de homotopia libre de curvas en una superficie conexa y orientada 3 con frontera. (La palabra vacia
se considera una palabra ciclica reducida y corresponde a la clase de conjugacion de la identidad del grupo
fundamental).

Por el Ejercicio (3] si ¥ es una superficie con frontera, podemos pensar a Z[my] como el Z-médulo libre
cuya base consiste de palabras ciclicas reducidas en un conjunto (minimal) de generadores para 71 (%, zo) y
sus inversos.

3. EL CORCHETE DE GOLDMAN

De aqui en adelante asumiremos que la superficie ¥ es orientable y ha sido elegida una orientacién. Nuestro
siguiente propdésito es definir un corchete de Lie [-,-] en Z[my]. Recordemos que un corchete de Lie es una
aplicacién bilineal que es anti-simétrica y satisface la identidad de Jacobi en tres términos (es decir, para
cada tripleta «, 8, v en el médulo, [, [8,7]]+ [, [, B]] +[8, [7, @]] = 0). Definiremos este corchete para cada
par de elementos de la base 7, y luego lo extenderemos a Z[m| por bilinealidad.

FiGura 2. Los puntos p y r son puntos transversales dobles. Los puntos ¢ y s no son
transversales. El punto ¢ es transversal y no es doble, sino triple.

Considere dos clases de homotopia libre A y B y un par de representantes a y b. Podemos asumir (haciendo
una pequena homotopia de ser necesario) que a y b son representantes de A y B que se intersectan inicamente
en puntos transversales dobles p1, ps, . .., p, (ver Figurapara ejemplos de puntos transversales dobles). Hay
finitos puntos de interseccién en virtud de la transversalidad.

Para cada ¢ € {1,2,...,n}, denotemos por a -, b al lazo que comienza en p;, recorre a hasta alcanzar p;
de nuevo, y luego “voltea” y recorre b (ver Figura [3). Esto es, a -p, b es el producto basado de lazos entre a
y b con punto base p;.
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F1Gura 3. Producto basado de lazos (derecha) en el punto de interseccién p de las curvas a la izquierda.

Cada punto de interseccién p; determina una orientacién, yendo de la rama positiva de a a la rama
positiva de b. Asociamos un signo s; a p;, haciendo s; = 1 si la orientacién de la superficie X coincide con la
orientacién determinada por p;, y s; = —1 en el otro caso.

Finalmente, el corchete de Goldman [4, B] se define como la suma sobre los puntos de interseccién de a
y b de las clases de homotopia libre con signo del producto de los lazos a y b basado en p;. En simbolos,

[A,B]= Y si-FH(a-,b)

pi€anb

Dado que el corchete se definié usando representantes, se debe verificar que éste es, luego de agrupar
términos, independiente de las elecciones.

Teorema 3.1. [10] El corchete de Goldman estd bien definido, es anti-simétrico y satisface la identidad de
Jacobi. En simbolos, para cada tripleta de elementos a, 3, € Z[my],

[aaﬂ] = 7[650‘] ) [057 [ﬂ,,—yH + [77 [Oéaﬂﬂ + [57 [73 OLH =0.

Demostracion. Aqui daremos un esbozo de la prueba de la buena definicién del corchete y referimos al
lector a [I0] para una prueba mds precisa: Dados dos pares de curvas a y b, y ¢’ y ¥/, con a homotdpica
a a’ y b homotépica a b’, existe una homotopia que deforma simultdneamente un par de curvas en el otro
par. Para una homotopia tipica hay finitos instantes de tiempo durante esta deformacién (a,b) = (ag, bo),
(a1,b1),...,(an,by) = (a',V') tales que la diferencia en los puntos de interseccién entre (a;,b;) v (@i1+1,bi41)
puede ser descrita por las Figuras[d]y 5] Dado que por los Ejercicios[5]y [f] el corchete no cambia al reemplazar
cada figura por la correspondiente, entonces el corchete no cambia a lo largo de toda la homotopfa. O

Ejercicio 4. Pruebe que el corchete de Goldman satisface la identidad de Jacobi. (Pista: Empiece con un
ejemplo concreto de tres curvas a, b, c que se intersectan de dos en dos posiblemente en mds de un punto,
y pruebe que los tres corchetes triples dan términos que se cancelan a pares. Luego generalice el argumento
para todas las clases).

Ejercicio 5. Sean a y b dos curvas que se intersectan solamente en puntos transversales dobles y sean p
y q dos de estos puntos. Supongamos que p y q yacen en la superficie como en la Figura[j] lado izquierdo
(Esta configuracion de arcos es llamada “bigon” en inglés, haciendo referencia a un poligono de dos lados).
Muestre que los términos del corchete de Goldman de FH(a) y FH(b) correspondientes a p y q se cancelan.
(Asegirese de considerar todas las posibles direcciones de las curvas a y b).

Ejercicio 6. Sean a y b dos curvas que se intersectan solamente en puntos transversales dobles y que
localmente cerca a algin punto consisten de las ramas del lado izquierdo o el lado derecho de la Figura 5
Note que en cada caso una curva usa dos ramas y la otra una sola rama. El paso de izquierda a derecha es
llamado un movimiento de punto triple. Considere todos los casos y muestre que el corchete no se altera por
un movimiento de punto triple. (Por tanto debe mostrarse que los términos del corchete que corresponden a
los puntos de interseccion p y q son iguales a los términos del corchete correspondientes a los puntos r y s).
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Ficura 4. Ejercicio

F1cura 5. Ejercicio [f]

Como se mencioné al principio, el conjunto my de clases de homotopia libre no posee una estructura
algebraica obvia. En particular, curvas sin punto base no pueden ser multiplicadas (nétese que lazos con
el mismo punto base si pueden ser multiplicados). Al computar el corchete, se consideran todos los puntos
donde es posible multiplicar (los puntos de interseccién), y en cada uno de estos puntos se lleva a cabo la
multiplicacién. Entonces la combinacion lineal de los resultados de la multiplicaciéon produce el corchete de
Goldman.

Ejercicio 7. Recordemos que el grupo fundamental del toro es un grupo libre abeliano en dos generadores,
a y b. Pruebe lo siguiente:

(1) Hay una biyeccion entre my y el conjunto {a'b’;i,j € Z}.

(2) Calcule [a't’,a"V*] para cada i,j,h,k € Z. (Pista: Calcule |a,b], [a’,b], [a®,b*] y [a’b7,bF]. La férmula
para el caso general involucra un determinante).

(3) Pruebe algebraicamente que el corchete de Goldman para el toro satisface la identidad de Jacobi.

Ejercicio 8. Pruebe que el dlgebra de Lie de Goldman de una superficie orientada X (no necesariamente
coneza) es la suma directa de las dlgebras de Lie para las componentes conexas de X.

4. EJEMPLOS

Supongamos que la superficie ¥ es conexa. Dado que por el Ejercicio [2| hay una biyeccién entre my y
el conjunto de clases de conjugacién de m1(X), podemos identificar a 7y con dicho conjunto de clases de
conjugacion.

Si a € m1 (%), denotemos por ¢(a) la clase de conjugacién de .

Ejercicio 9. Muestre que el corchete de las dos clases representadas por las dos curvas en el lado izquierdo de

la Figum@ tiene dos términos que no se cancelan. (Este ejercicio no es facil. Puede hacerse usando el hecho
de que el grupo fundamental de la superficie puede ser descrito como un producto libre con amalgamamiento).

Ejercicio 10. Considere el espacio de pantalones con generadores estindar a y b como en la Figura [0
Muestre que para una de las dos orientaciones posibles del espacio de pantalones, lo siguiente es cierto:
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c(ab

c(ab)

FiGURA 6. Un conjunto de generadores del grupo fundamental del espacio de pantalones
(izquierda) y representantes de las clases en el Ejercicio [L0[3) (derecha).

(1) [c(ab),c(ba)]) = c(baba) — c(abab),

(2) [c(ab), ¢(aab)]) = 0,
(3) [c(ababad), c(ab)]) = 3(c(bababbaa) — c(ababaabb)).

Mostramos en el Ejercicio [3] que para una superficie conexa con frontera hay una correspondencia uno-a-
uno entre my y las palabras ciclicas reducidas en un conjunto minimal de generadores del grupo fundamental.
Asi, el corchete de Goldman determina un algebra de Lie en el mdédulo generado por palabras ciclicas
reducidas en un alfabeto finito. Este corchete fue descrito de manera puramente combinatoria en [2]. He
aqui una idea aproximada: El corchete de dos palabras ciclicas reducidas se calcula encontrando ciertos
“cortes” o espacios entre letras de cada palabra (cada par de cortes corresponde a un punto de interseccién
minimal), abriendo cada palabra para obtener dos palabras lineales, y luego tomando la palabra ciclica
reducida determinada por la concatenacién de estas dos palabras. El Ejercicio [10] ilustra estas ideas.

5. LA RELACION ENTRE EL CORCHETE DE DOS CURVAS Y EL NUMERO DE PUNTOS DE INTERSECCION

Recordemos que el nimero de interseccion geométrica i(A, B) (o simplemente interseccion de dos clases
de homotopia libre A y B) es el nimero més pequeno de puntos de interseccién transversal mutua de pares
de representantes a y b, contados con multiplicidad. Equivalentemente, el nimero minimo de interseccién
puede ser definido como el niimero méas pequeno de puntos de interseccién mutua de pares de representantes,
dado que los pares considerados se intersecten solamente en puntos transversales dobles.

La auto-interseccion de una clase de homotopia libre A, SI(A) es el nimero mds pequeiio de cruces
transversales de representantes de A, contados con multiplicidad.

Un resultado de Haas y Scott [I1], refraseado més abajo en el Teorema sera usado para determinar
los niimeros minimos de auto-interseccion e intersecciéon de clases de homotopia libre.

Teorema 5.1. [11] Sia es una curva cerrada en una superficie orientable ¥, y el nidmero de auto-interseccion
de a es estrictamente mayor que la auto-interseccion minima de su clase libre de homotopia, entonces una
de las siguientes es cierta:

(1) hay arcos disjuntos X yY del circulo (parametrizando la aplicacion a) tales que a identifica los extremos
de X yY, ya|lxuy define un lazo homotdpico a un lazo trivial en X.
(2) hay un sub-arco X del circulo tal que a identifica los extremos de X y a|x define un arco nulhomotdpico

en 2.
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Un elemento de Z[mrg] puede ser escrito como una combinacién lineal ¢; Ay + coAs + -+ + ¢, Ay, donde
cada A; € mo y Ai # A; si i # j. La norma Manhattan (o l1-norma) de c1Ar + coAs + -+ + cp Ay,
M(c1Ar+coAs+- - +c, Ay), es el niimero de términos contados con multiplicidad, esto es, |¢1|+]|ca|+- - -+|cp]-

Dado que el corchete de Goldman de dos clases A y B se define como una suma sobre los puntos de
interseccién de representantes, el ntimero de términos no puede exceder el nimero de interseccién i(A, B).
En efecto, se puede calcular el corchete como una suma sobre los puntos de interseccién de dos representantes
que se intersecten de manera minimal, y por ende hay a lo sumo i(A, B) términos. Luego de “asignar” un
término a cada punto de interseccién y tomar la suma algebraica, puede haber algunas cancelaciones en el
proceso de agrupaciéon. Por ello tenemos

Proposicién 5.2. Para cada par A, B de clases de homotopia libre, M[A, B] < i(A, B).

Ejercicio 11. Sean a y b como en el Ejercicio . Pruebe lo siguiente (Recuerde que SI denota auto-
interseccion):

(1) Mc(ab), c(aab)] < i(c(ab), c(aab)) .

(2) Mc(ab), c(ab))] = i(c(ab), c(ab)).

(3) Mlc(ab),c((ab)?)] =2 -3 - SI(ab).

(4) M(C,D) = i(C,D) donde C y D son las clases de homotopia libre de las dos curvas en la Figura [3,
izquierda.

(Pista: Pruebe mediante el Teorema SI(c(ab)) = 1, i(c(ab), c(aab)) = 2 y i(c(ab), c(ab)) = 2).

Por el Ejercicio [L1(1), M (A, B) y i(A, B) no siempre son iguales y por el Ejercicio[11]2), no siempre son
distintos. Una pregunta natural es si hay condiciones necesarias sobre A y B de tal forma que la igualdad
MTJA, B] = i(A, B) se cumpla. La primera respuesta a esta pregunta fue dada por Goldman, quien probé:

Teorema 5.3. [I0] Si A tiene un representante sin auto-intersecciones y [A, B] = 0 entonces A y B tienen
representantes disjuntos. En otras palabras, [A,B] = 0 si y sélo si i(A,B) = 0, dado que SI(A) = 0.
Refraseado en nuestra notacion, si SI(A) =0 y M[A, B] =0, entonces i(A, B) = 0.

Hemos generalizado el resultado de Goldman como sigue:

Teorema 5.4. [3] Si A tiene un representante sin auto-interseccion entonces la norma Manhattan del
corchete de A y B equivale al nimero de interseccion de A y B. En simbolos, si SI(A) = 0 entonces
MIA, B] = i(A, B).

El Ejercicio [11}(4) ilustra el Teorema

La herramienta principal en la prueba del Teorema es escribir el grupo fundamental de ¥ como un
producto libre con amalgamamiento de las componentes de ¥\ a si a separa a X, o la extension HNN de X\ a
si a no separa. Como a es simple, las clases de conjugacion y los términos del corchete pueden describirse
combinatoriamente en términos de estas estructuras.

Junto con Krongold hemos probado:

Teorema 5.5. [5] Si X es una superficie con frontera no vacia, y A es una clase de homotopia libre de
curvas en A que no es una potencia propia, entonces la norma Manhattan del corchete de Goldman de AP y
A1, M[AP, A1) es 2-p-q multiplicado por el minimo nimero posible de auto-intersecciones de representantes
de la clase de homotopia libre A, dado que p y q sean enteros positivos distintos y alguno de ellos sea mayor
que tres.

El Ejercicio |11}(3) ilustra el Teorema

Ejercicio 12. Muestre que para cada A € g, los términos del corchete [A, A] son clases de conjugacion de
conmutadores de elementos de w1 (X). (El Ejercicio|11(2) es un ejemplo de un corchete de la forma [A, A]).
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Conjuntamente con Gadgil, hemos probado que el corchete de Goldman, junto con la operacién de poten-
cia, puede contar intersecciones y auto-intersecciones en todas las superficies orientables (con o sin frontera).
Los siguientes dos teoremas son casos especiales de nuestros resultados.

Teorema 5.6. [6] Sia yb son dos clases de homotopia libre distintas en una superficie orientada (con o sin
frontera), entonces existe una constante ¢ € R tal que el nimero de interseccion de a y b es igual al nimero
de términos (contados con multiplicidades) del corchete [a,b?] dividido por q, para todo q > c. En simbolos,
Mla,b?] = q -i(a,b), para todo q tal que q > c.

Teorema 5.7. [6] Si a es una clase de homotopia libre en una superficie orientada (con o sin frontera)
que no es la potencia de alguna otra clase, entonces existe una constante ¢ € R tal que el numero de auto-
interseccion de a es igual al nimero de términos (contado con multiplicidad) del corchete [a,a?], dividido
por 2 - q para todo q > c¢. En simbolos, Ma,a?] = 2 - SI(a) para todo q > c.

Ejercicio 13. Otal [I7] mostré que dados A y B en m, existe C € mg tal que i(A,C) # i(B,C). Combine
este resultado con uno de los teoremas en esta seccion para probar que dadas dos clases de homotopia libre
de curvas A y B, existe una tercera clase C' € my tal que [A, C] no es igual a [B,C]. (Pista: Para cualquier
par de clases X, Y € my que no sean potencias y cualquier entero positivo q, i(X,Y?) = ¢-1(X,Y)).

6. PROBLEMAS ABIERTOS Y GENERALIZACIONES

6.1. La estructura del algebra de Lie de Goldman. El corchete de Goldman determina un algebra
de Lie de dimensién finita y no es mucho lo que se sabe acerca de su estructura. Esta algebra de Lie no es,
excepto por el caso del toro, una de las dlgebras de Lie mejor entendidas como aquellas de Kac-Moody [13].

Respecto a la estructura de estas édlgebras de Lie, Etingof [7] probé lo siguiente utilizando herramientas
algebraicas.

Teorema 6.1. El centro del dlgebra de Lie de Goldman de una superficie cerrada y orientada es el subespacio
unidimensional generado por el lazo trivial o.

Kawazumi y Kuno [14] estudiaron el centro del dlgebra de Lie de Goldman en una superficie de género
infinito con una componente de frontera. Esta superficie es construida de la siguiente manera: se toman los
puntos en la frontera de una superficie compacta orientada de género g con una sola componente de frontera,
y se identifican con los puntos en una de las fronteras de una superficie de género 1 con dos componentes
de frontera, obteniendo una superficie de género g + 1 con una componente de frontera y un embebimiento
ig: Xg1 — Mg+1,1- La superficie Y 1 es el limite inductivo de estos embebimientos.

Teorema 6.2. El centro del dlgebra de Lie de Goldman de la superficie ¥ es el subespacio unidimensional
generado por el lazo trivial o.

Si una superficie tiene frontera no vacia, no es dificil ver que las combinaciones lineales de clases de
conjugacién de curvas paralelas a las componentes de frontera estan en el centro.

Recientemente, Kabiraj [12] probé lo siguiente:

Teorema 6.3. El centro del dlgebra de Lie de Goldman de una superficie compacta orientada (con o sin
frontera) es finitamente generado, y su base consiste de combinaciones lineales de todas las clases de conju-
gacidn paralelas a las componentes de frontera (esto es, todas las potencias de componentes de frontera) y el
lazo trivial o.

Los métodos de Kabiraj son completamente diferentes a los de Etingof: él combina resultados de [6] con
el hecho de que todos los levantamientos a la cubierta universal de geodésicas simples cerradas son disjuntos.

Problema Abierto 1. Un elemento A € my determina una aplicacion lineal ada de Z[mg] en si mismo,
definida por ad4(B) = [A, B]. Caracterizar el kernel de ada para cada A € mg.
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Problema Abierto 2. Decidir si el dlgebra de Lie de Goldman es finitamente generada.

Ademas del dlgebra de Lie de Goldman de lazos en una superficie 3, el dlgebra de Lie de Goldman
homoldgica en ¥ introducida por Goldman [10] se define asi: denote por H al primer grupo de homologia de
Y con coeficientes en Z, y por Z[H| al Z-mé6dulo libre en H. El corchete de dos elementos «, 5 en la base H

es definido como (o, 3) (m), donde (a, 8) denota el emparejamiento de interseccién y m la clase de
homologia de a + 8 en H. Hay una aplicacién natural de Z[mo] a Z[H].

Toda [20] caracterizé los ideales del dlgebra de Lie de Goldman Z[H]| tensorizada con Q. Kawazami,
Kuno y Toda [16] probaron que Z[H] tensorizada con Q es finitamente generada si el emparejamiento de
interseccién es no-degenerado.

6.2. El algebra de Lie de Goldman y la interseccién de curvas en superficies. Mediante experi-
mentos a computador (usando la presentacién del dlgebra de Lie de Goldman en [2]), hemos mostrado que
en algunas superficies con frontera y cuyo grupo fundamental tiene un nimero de generadores relativamente
pequeno (a lo sumo 4) si A es representado por una palabra relativamente pequetia (de a lo sumo 16 letras)
que 1o es una potencia propia, entonces Mz, z] = 2 - SI(z) (ver Ejemplo (b)). Esto nos lleva a lo siguiente:

Problema Abierto 3. Probar la siguiente conjetura: Si A € my no es una potencia de otra clase entonces
MI[A, A] = 2-SI(A). En palabras, dos veces el nimero de auto-interseccidn es el nimero de términos en el
corchete de la clase de una curva con su inversa.

Problema Abierto 4. Por el Ejercicio para cada A € o, los términos del corchete [A, A] son con-
mutadores. Seria interesante llegar a un mejor entendimiento de este fendomeno, y como se relaciona con la
serie central descendente del grupo fundamental.

Se sabe que salvo deformacién (ver por ejemplo [§]), cualquier homeomorfismo de una superficie en si
misma es una composicién de los llamados twists de Dehn (Recordemos que un twist de Dehn respecto a
una curva embebida a se obtiene cortando a lo largo de a, girando 360° y volviendo a pegar). En [I5] una
férmula para la accién de un twist de Dehn en el anillo de grupo del grupo fundamental de una superficie
fue encontrada (luego de cierta completacién). La férmula usa una operacién de topologia de cuerdas como
aquella usada en el corchete de Goldman.

Es interesante que la férmula tenga sentido para curvas no embebidas, definiendo “twists de Dehn gene-
ralizados en el anillo de grupo (completado)” [15].

6.3. Topologia de cuerdas. Las ideas de Goldman [10] y Turaev [21] inspiraron a la autora en colabora-
cién con Dennis Sullivan a darse cuenta que estas estructuras existen para todas las variedades orientadas M.
Los médulos subyacentes son diferentes grupos de homologia (ordinaria y equivariante) del espacio de todas
las aplicaciones suaves del circulo en M, o ciertos subconjuntos naturales, como en [4], [I]. Las extensiones
de estas ideas llevan a actividad algebraica relacionada a las dlgebras con dualidad.

Observacion 6.4. Dado que hay una biyecciéon natural entre el conjunto de clases de homotopia libre de
curvas en una superficie y las componentes del espacio de lazos libres, hemos denotado el conjunto de clases
de homotopia libre por my. Las combinaciones lineales de estas componentes forman el 0-ésimo grupo de
homologia ordinaria y homologia equivariante del espacio de lazos libres.
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