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INTRODUCCION

El area de topologia algebraica busca usar herramientas algebraicas para
contestar preguntas en topologia. La idea inicial es definir invariantes al-
gebraicas de los espacios topolégicos que nos permiten diferenciar espacios
entre si. ; Qué es una invariante algebraica? Es un objeto que se asigna a cada
espacio topologico, con la propiedad que las invariantes asignadas a espa-
cios homeomorfos son isomorfas. Asi, si tenemos dos espacios con diferentes
invariantes, sabremos que los espacios son diferentes a su vez.

El ejemplo basico es el conjunto de componentes conexas por caminos, nor-

malmente denotado como (X ). Este conjunto se define como el conjunto de

clases de equivalencia de puntos de X, donde la equivalencia se define usan-

do caminos: z es equivalente a y si existe una funcién continua f: [0,1] - Y
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tal que f(0) = = y f(1) = y. No es dificil demostrar que si X e Y son
homeomorfos, entonces hay una biyeccién mo(X) = 71 (Y)

En estas notas desarrollaremos la idea del grupo fundamental 71 (X, zg),?
el cual es una de las invariantes algebraicas méas bésicas. A su vez, estudia-
remos la teoria de los espacios recubridores, los cuales estan intimamente
relacionados al grupo fundamental.

Estas notas no contienen material original. El material estd organizado de
acorde con el plan de presentacién. Algunos textos basicos que incluyen parte
de este material, y atin més (para el lector interesado) son [Hat02], [Mas77],
[May99] y [Mun75].

1. EL GRUPO FUNDAMENTAL

1.1. Homotopia. La idea de homotopia hace rigurosa la idea de céomo
deformar una funcién en otra.

Notacién 1.1.1. Sea I el intervalo cerrado [0, 1].

Definicion 1.1.2. Sean f,g: X — Y funciones continuas entre espacios
topoldgicos. Una homotopia de f a g es una funcion continua H: X xI — Y,
tal que para todo z € X, H(xz,0) = f(z) y H(z,1) = g(z). En caso de que
exista tal H, se dice que f es homotdpica a g, y escribimos f ~ g.

Notemos que si H es una homotopia, para cada t € I, la funciéon h; =
H(—,t): X — Y es continua, de modo que H puede verse entonces como
una familia de funciones continuas X — Y parametrizadas por ¢, las cuales
interpolan entre f y g.

Ejemplo 1.1.3. Sea X un espacio topolégico cualquiera, y R™ con su to-
pologia habitual. Cualesquiera dos funciones continuas f,g: X — R" son
homotodpicas, usando la homotopia

H(z,t) = (1 -1)f(x) + tg(x).
Notemos que este resultado se puede generalizar para dos funciones f,g: X —
Y, donde Y C R" es un subespacio convexo (ver la Definicién 3.0.1). Esta
homotopia se llama homotopia lineal.

La demostracion de la siguiente proposicién es un ejercicio para el lector.

Proposiciéon 1.1.4. La relacion de homotopia es una relacion de equiva-
lencia sobre el conjunto de funciones continuas X — Y.

Definicion 1.1.5. Una funcién continua f: X — Y es una equivalencia
homotaopica si existe una funcién continua g: Y — X tal que

fog~idy y go f ~idx.
La funcién g es llamada un inverso homotdpico.

1En este caso el invariante algebraico es simplemente un conjunto, no hay estructura
algebraica adicional, de modo que ser isomorfos debe entenderse simplemente como que
los conjuntos estan en biyeccién
20 simili - - .
a similitud en la notacion de mp con 71 no es coincidencia, en general hay grupos de
homotopia 7, (X, zo) para todo n > 2, los cuales generalizan estos dos.
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Dados espacios topolégicos X e Y, decimos que X es homotdpicamente equi-
valente a 'Y si existe una equivalencia homotépica f: X — Y.

Ejemplo 1.1.6. Un homeomorfismo f: X — Y es una equivalencia homotopi-
ca, ya que existe un inverso ¢g: Y — X tal que fog = idy y gof = idx. Como
la relacién de homotopia entre funciones es una relacién de equivalencia, en
particular obtenemos entonces que fog~idy y go f ~idx.

Ejemplo 1.1.7. Para todo n > 0, el espacio R" es homotépicamente equiva-
lente a *. Para verificar esto, consideremos la funcién constante f: R™ — x,
y la funcién g: * — R"™, la cual manda el inico punto al origen. Por un lado,
notemos que f o g = id,. Por otro lado, g o f es homotdpica a la identidad
de R™, como indica el Ejemplo 1.1.3. Més ain, este resultado es cierto para
cualquier subespacio convexo de R™.

Definicion 1.1.8. Un espacio topologico X es contrdctil si es homotopica-
mente equivalente al espacio .

El ejemplo anterior indica que R™ es contrdctil. Asi mismo, la bola cerrada
unitaria de dimensién n,

D"={zeR"||z| <1}
es contractil, ya que es un subespacio convexo de R". En cambio, la n-esfera
St={z e R™H | |Z| = 1},

no es contractil. Este resultado lo demostraremos para el caso n = 1 mas
adelante. El caso general no lo demostraremos en estas notas.

El siguiente resultado, aunque suene circular, indica que nuestra termino-
logia es correcta.

Proposiciéon 1.1.9. La relacion de equivalencia homotdpica es una relacion
de equivalencia.

Demostracion. Recordemos que debemos demostrar que la relacion es refle-
xiva, simétrica y transitiva.

» (Reflexividad) La funcién identidad idx : X — X es un homeomorfis-
mo, y por lo tanto, una equivalencia homotépica.

» (Simetria) Supongamos que X es homotdépicamente equivalente a Y.
Sabemos entonces que existe una equivalencia homotépica f: X — Y
con inverso homotépico g: ¥ — X. Dada la definicién, observamos
que g es una equivalencia homotdpica con inverso f, y concluimos que
Y es homotdépicamente equivalente a X.

» (Transitividad) Supongamos que X es homotépicamente equivalente
aY,yqueY es homotdépicamente equivalente a Z. Tenemos entonces
funciones f: X - Y, qg:Y = X, f:Y - Zyqg:Z—Y, tales que

fog~idy, go f ~idyx, flog ~idy, g o f ~idy.
Demostraremos que f' o f: X — Z es una equivalencia homotdépica

con inverso gog’': Z — X, lo cual implica que X es homotdpicamente
equivalente a Z. Notemos que

(ffof)o(gog)=fo(fog)og =~ floidyog = fof~idy,
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y asi mismo,
(gog)o(flof)=go(dof)ofxgoidyof=gof~idx.

Acé hemos utilizado la reflexividad y la transitividad de la relacién
~. mas el resultado del ejercicio 2.

O

1.2. Definicién del grupo fundamental.

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio topoldgico, y sean xy y x1 puntos de
X. Un camino de zg a 1 en X es una funcién continua f: I — X tal que
f(0)=z¢y f(1) = x;1. Si x9g = 1, decimos que f es un camino cerrado en
xg. Dados caminos f y ¢ de x¢p a 1 en X, una homotopia de caminos de f
a g es una homotopia H: I x I — X de f a g tal que para todo t € I,

H(0,t) = o y  H(1,t) = .

1
o T L % c X
o

Si existe una homotopia de caminos de f a g lo denotamos como f ~, g.

Notemos que la condicién de la definicién nos da una familia de caminos
hy=H(—,t): I - X de z¢ a 7.

Proposicion 1.2.2. La relacion ~. es una relacion de equivalencia.

La demostracion es similar a la de la Proposicién 1.1.4. Denotaremos la clase
de equivalence del camino f como [f].

Ejemplo 1.2.3. Para cualesquiera dos caminos f y g de zp a £1 en X un
subespacio convexo de R™ tenemos que [f] = [g], lo cual se puede demostrar
usando la misma homotopia lineal del Ejemplo 1.1.3, notando que ésta es
también una homotopia de caminos.

Ejemplo 1.2.4. Dado un camino f en X, una reparametrizacién de f es una
composicién f o donde ¢: I — I es una funcién continua tal que ¢(0) =0
y ¢(1) = 1. Notemos que f y f o trazan la misma curva en X, pero no
necesariamente a la misma rapidez.® Probaremos que [f] = [f o ¢]. Ya que T
es un subespacio convexo de R, tenemos la homotopia lineal H: I x I — I
entre id; y ¢. Entonces fo H: I x I — X es una homotopia de caminos

entre fy fo.

3M4s aln, no es necesario que @ sea biyectiva, por lo tanto, es posible que f o ¢ repita
ciertos segmentos de la curva.
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Definicién 1.2.5. Dados caminos f y g en X tales que f(1) = ¢(0), defini-
mos el producto de caminos f - g como

fg(s)= {f(QS) S% 0

<s<g,
g(2s—1) siz<s<Ll
El camino f - g recorre f y g al doble de la velocidad, uno inmediatamente
después del otro, usando en total una unidad de tiempo. La continuidad de
f - g es dada por el teorema del pegamiento de funciones (ver Ejercicio 3).

Proposicién 1.2.6. Sean f, f', g, ¢ caminos en X tales que f ~. f’,
9=~cg y f(1) =g(0). Entonces f-g=~c f"-g".

Demostracién. Sean F' y G homotopias de camino entre f y f’, y entre g y
g, respectivamente. Entonces para todo t € I, tenemos que F(1,t) = f(1) =
g(0) = G(0,1). Por el teorema del pegamiento (ver Ejercicio 3), la funcién

. 1
H(s,t):{F(Qs’t) si0<s <3,

G(2s—1,t) siz<s<L

es continua, y forma una homotopia de caminos entre f-gy f'-¢’, como
indica la figura.

4
F |G
7 9

O

Definicién 1.2.7. Para clases de homotopia de caminos [f] y [g] en X, tales
que f(1) = g(0), definimos el producto como

[f]- 9] =[f - gl

Notemos que la Proposicién 1.2.6 implica que el producto estd bien definido
(i.e., no depende del representante de la clase de homotopia).

Notaciéon 1.2.8. Dado un punto z € X, denotamos como ¢, el camino
constante en z, es decir, ¢;(s) = x para todo s € I. Dado un camino f en
X, denotamos como f el camino en reversa, es decir, f(s) = f(1 — s).

Proposicién 1.2.9. Sean f, g y h caminos en X tales que f(1) = g(0) y
g(1) = h(0). Entonces

(a) [f]-(lg] - [R]) = ([f]-[g]) - [P

() A1 lep] = [ = lero) - [f

(¢) [f1-1f1 = lerol w U] [f] = lepl-

Demostracion. Notemos que el camino (f - g) - h es una reparametrizacién

de f-(g-h): ambos caminos recorren f, luego g y luego h, pero lo hacen con
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distinta rapidez en cada segmento. Para ser més especificos, tenemos que
(f-9)-h=1[f(g-h)]op donde

2s siOSsgi,
p(s)=¢s sit<s<i,

1 -1

58 81§§s§1

Siguiendo el Ejemplo 1.2.4, tenemos entonces que f-(g-h) ~. (f-g)-h, lo cual
prueba (a). Igualmente, f-cg(1) y ¢f()-f son reparametrizaciones de f, lo cual
implica (b). Finalmente, para probar (c), notemos que f - f = fo(idy -idj).
El camino id; - id; en I es homotépico al camino constante en 0, ya que
I C R es convexo. Entonces tenemos que f o (id; -id;) ~. foco = Cr(0)s
como queriamos. La otra igualdad se demuestra de manera similar.

Definicion 1.2.10. Sea X un espacio topoldgico y zg € X un punto fijo.
El grupo fundamental de X con punto base xy, denotado como (X, xo)
consiste del conjunto de clases de homotopia de caminos de x(y a xg, con el
producto dado for [f] - [g].

El hecho de que eso es un grupo es una consecuencia directa de la Propo-
sicion 1.2.9. Notemos que el elemento neutro es la clase de homotopia del
camino constante en x.

Ejemplo 1.2.11. Si X C R" es un subespacio convexo, para todo xg € x,
el grupo fundamental 71(X,zg) es isomorfo al grupo trivial, ya que todo
camino cerrado en xg es homotdpico al camino constante.

Definicion 1.2.12. Un espacio X es simplemente conexo si es conexo por
caminos, y para todo zg € X, el grupo fundamental 7o(X, z¢) es trivial

1.3. Propiedades del grupo fundamental. ;Cémo depende el grupo

fundamental en el punto base? ;Cémo se comporta con respecto a funciones

continuas? En esta seccién responderemos estas preguntas.

Proposicion 1.3.1. Sea o un camino en X de xg a x1. Entonces la funcion
a: m (X, zo) — m (X, x0)

definida como o([f]) = [a] - [f] - [@] es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. La funcién esta bien definida ya que el producto estd bien
definido (es independiente del representante de la clase de homotopia). Aun
mas, la funcién es un homomorfismo de grupos:

a(lf]-[g]) =1l [f]-[g] - [l =[] - [f] - o] - [@] - [g] - [o] = @([f]) - @([g])-
Finalmente, podemos chequear que el homomorfismo @ es el inverso de @.
O

Definicién 1.3.2. Sean (X, z¢) y (Y, yo) espacios puntuados, y h: (X, zo) —
(Y, yo) una funcién continua entre espacios puntuados, es decir, h(zg) = yp.
El homomorfismo inducido por h es la funcién

h* LT (X7 mO) — M (Y7 Z'JO)
definida como h.([f]) = [h o f].



Debemos chequear que la funcién estd bien definida y que es un homomor-
fismo. Lo primero se deduce del Ejercicio 2. Lo segundo es consecuencia de
la ecuacion

(1.3.3) ho(f-g)=(hof)-(hog),
la cual se chequea facilmente usando la definicién del producto y mirando
los casos.

Proposicién 1.3.4. Si f: (X,z0) — (Y,v) vy k: (Y,y0) — (Z,20) son
funciones continuas entre espacios puntuados, entonces (koh)* = kyohy. La
funcién identidad id: (X, z9) — (X, x0) induce el homomorfismo identidad
id: 7T1(X,3?0) — 7T1(X,330).

Demostracion. Para probar el primer resultado, tenemos que para todo [f] €
T (Xv .%'0),
(koh)«([f]) = [(koh)of] = [ko(hof)] = ku([hof]) = ku(hu([f])) = (Fxohs)([f])-

La segunda parte es inmediata. O
El siguiente corolario indica que el grupo fundamental es una invariante
topoldgica.

Corolario 1.3.5. Si h: (X,z9) — (Y,y0) es un homeomorfismo, entonces

hy: (X, 20) = (Y,y0) es un isomorfismo.

Demostracion. Sea h™! el inverso de h. Entonces (h™1), es el inverso de hy:
(hil)* ° h* = (hil © h‘)* = (ldX)* = idﬂ'l(X,xo)

ho(h™Y). = (hoh™b). = (idy)s = ids, (vy0)-
O

El siguiente resultado generaliza el anterior. Para la demostracion, debemos
tener cuidado con la diferencia entre homotopias en general y homotopias
por caminos.

Teorema 1.3.6. Sea h: X — Y una equivalencia homotopica. Entonces el
homomorfismo inducido

hy: m1(X,20) — m1 (Y, h(x0))

es un isomorfismo para todo xg € X.

Para probar este teorema primero probaremos un lema auxiliar.

Lema 1.3.7. Sean h,k: X — Y funciones continuas, y H una homotopia
de h a k. Sea o el camino de h(xo) a k(xg) definido como a(t) = H(xg,t).
Entonces el diagrama

T (X, 20)

1 (Y, (o)) (Y, k(z0))

a
es conmutativo, es decir, & o hy, = k.
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Demostracion. Tenemos que demostrar que dado un camino f en X cerrado
en xo, los caminos cerrados ko f y @- (ho f) - a son equivalentes via una
homotopia de caminos. Por un lado, consideremos el camino a;: I — Y
definido como ay(s) = a((1—t)s+t). Este es un camino que conecta a;(0) =
a(t) con ay(1) = a(1) = k(xg). Notemos que ag = oy @1 = Cp(y)- Por otro
lado, consideremos la homotopia J: I xI — Y dada por J(s,t) = H(f(s),t).
Esta no es una homotopia de caminos, lo que ocurre en la frontera del
cuadrado esta demarcado en la siguiente figura.

a(t) J o(t)

Finalmente, consideremos la homotopia K: I x I — Y definida como
K(—,t)=0a; - J(—,1) - .

Esta si es una homotopfa de caminos cerrados en k(xo), y conecta a @ -
(hof) acon ¢y - (ko f): cray), el cual a su vez es homotSpicamente
equivalente a k o f.

k(zo) ko f k(zo)

k(zo)| O | J | Qt |k(zo)

hof «

ol

O

Demostracion del Teorema 1.8.6. Sea k: Y — X un inverso homotépico de
h, es decir hok ~ idy y ko h ~ idx. Sea H una homotopia que conec-
ta idx con ko h, y a el camino correspondiente de zy a kh(zg). Por la
Proposiciéon 1.3.4 y el Lema 1.3.7,

a=ao(idx)s = (koh)s = ks o hy.

Como @& es un isomorfismo, se sigue que h, is inyectiva y k. es sobreyectiva.
Andlogamente, usando la homotopia que conecta idy con h o k, podemos
demostrar que h, es sobreyectiva y k. es inyectiva. U

1.4. Ejercicios.

1. Demuestre que la relacion de homotopia entre funciones continuas
X — Y es una relacién de equivalencia.
2. Sean f,f": X - Y yg,g:Y — Z funciones continuas. Demuestre
que
= si f~ f/ entonces go f ~ go f';
= si g~ g, entonces go f ~ ¢ o f.
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3. Sea X un espacio topoldgico, y sean A, B C X ambos abiertos o
ambos cerrados, tales que AUB=X.Si f: A—-Y yg: B—Y son
funciones continuas que coinciden en A N B, la funciéon h: X — Y
definida como h(xz) = f(x) si x € A o h(z) = g(x) si x € B es
continua.

4. Demuestre que para todo n > 1, los espacios R" \ {0} y S"~! son
homotépicamente equivalentes.

5. Sean o un camirp\en X de xp a x1, f un camino en X de z1 a xo.
Demostrar que « - 5 = Bo Q.

6. Sea X un espacio conexo por caminos, y xg, x1 puntos en X. De-
muestre que 11 (X, xg) es abeliano si y s6lo si para cualesquier par de
caminos « y 8 de zg a x1, tenemos que & = 3\

7. Dados espacios X e Y, denotamos como [X,Y] el conjunto de clases
de homotopia de funciones continuas X — Y. Un camino f: I — X
cerrado en xg se puede considerar como una funcién continua f: S —
X que manda 1 € S* C C a z. Esta identificacién induce una funcién
bien definida

®: (X, 20) — [, X].

(Notemos que en la definicién de 71(X, zp) usamos homotopias por
caminos, y en la definicién de [S!, X] usamos todas las homotopfas.)
a) Demuestre que si X es conexo por caminos, entonces ® es sobre-
yectiva.
b) Demuestre que ®([f]) = ®([g]) siy sblosi [f]y [g] son conjugados
en m (X, zo).
8. Sean X e Y espacios topologicos, v g € X, yg € Y. Demuestre que
m1(X x Y, (20, y0)) es isomorfo al grupo 71 (X, zg) x 71 (Y, yo)-

2. ESPACIOS RECUBRIDORES

2.1. Definicién de espacio recubridor. En un curso de topologia alge-
braica, es comun primero calcular el grupo fundamental del circulo y luego
hablar de espacios recubridores, teniendo en cuenta que la teoria de espacios
recubridores generaliza los aspectos més distintivos del método usado para
calcular el grupo fundamental del circulo, y asi, da la motivacién necesaria.
Por cuestiones de espacio en estas notas vamos a desarrollar la teoria de
espacios recubridores primero?, y luego calcularemos el grupo fundamental
del circulo.

Definiciéon 2.1.1. Sea p: £ — B una funcién continua y sobreyectiva.
Decimos que un conjunto abierto U de B esta uniformemente cubierto si la
preimagen p~!(U) es una unién disjunta de conjuntos abiertos V,,, tales que
para todo « la restriccién de p a V,, es un homeomorfismo sobre U.

4No se debe confundir la nocién de espacio recubridor que se expone aqui (covering

space, o revétement), con la nocién de cubrimiento asociada al nimero de Lebesgue de un

cubrimiento, aunque la terminologia sea muy parecida se trata de nociones muy diferentes.
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Una funcidn recubridora es una funcién continua y sobreyectiva p: £ — B
tal que para todo b € B existe una vecindad U de b la cual es uniformemen-
te cubierta. Decimos que el espacio E es un espacio recubridor de B. Los
conjuntos V,, son llamados las hojas sobre U.

Si E es simplemente conexo, decimos que F es un espacio recubridor wuni-
versal.

Observacion 2.1.2. Notemos que si p: E — B es una funcién recubridora,
para todo b € B, el subespacio p~!(b) de E (llamado fibra) tiene la topologia
discreta, ya que cada V,, intersecta a p~1(b) en exactamente un punto.

Ejemplo 2.1.3. Para todo espacio X, la funcién identidad idx: X — X es
una funcién recubridora. Si D es un espacio discreto, la proyeccién p: D X
X — X es una funcién recubridora. En este caso, D x X es la union disjunta
de copias de X indexada por los elementos de D. En este caso decimos que
p es una funcién recubridora trivial.

Ejemplo 2.1.4. Si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces es un espacio
recubridor. En este caso el nimero de hojas es 1.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el circulo S' como el subespacio del plano
complejo C dado por los elementos de magnitud 1. La funcién p: R — S!
definida por p(s) = €2™* es una funcién recubridora. Esta funcién enrolla R
como una hélice sobre S!, de manera que cada intervalo [n,n + 1] da una
vuelta completa.

>

Para demostrar que p es una funcién recubridora, tomemos los subconjuntos
abiertos U = S\ {1} y V = S\ {—1}. Estos conjuntos claramente cubren
S 1, por lo tanto es suficiente demostrar que ambos son uniformemente cu-
biertos por p. La preimagen p~!(U) consiste de la unién disjunta de los
intervalos abiertos (n,n + 1) para n € Z, los cuales son homeomorfos a U.
Andlogamente, p~!(V) es la unién disjunta de los intervalos (n — 3,n + 1)
paran € Z.

T
N2
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Ejemplo 2.1.6. La funcién p: S' — S! dada por p(z) = 2" para un entero
positivo n es una funcién recubridora de n hojas.

Una de las propiedades més importantes de los espacios recubridores es el
levantamiento de caminos, y ain méas general, de homotopias.

Proposicion 2.1.7. Dados una funcion recubridora p: 2 — B, una homo-
topia H: X x I — B y un levantamiento f: X — FE de H(—,0) (es decir,
po f=H(—,0)), existe una unica homotopia H que levanta H.

xx{0y—L - E
/‘f
//~ p
s H
//
X x1I B

Demostracion. Fijemos un punto (x,t) € X x I. Entonces existe una ve-
cindad U; de H(z,t) € B la cual es uniformemente cubierta por p. Como
H es una funcién continua, existe una vecindad V; x (a¢, by)® de (x,t) en
X x I tal que H(V; x (at,b;)) C U. Como {x} x I es un espacio compac-
to, podemos tomar un nimero finito de valores de ¢t de tal manera que los
conjuntos V; X (a¢, by) cubren {z} x I. Sean 0 =ty < t; < -+ <ty =1 eso
valores de t, y sea V = [\, V4,. Entonces para todo 1 < i < m, tenemos
que H(V x [ti—1,t;]) CU; = Uy, _, NUy,. Como Uy es uniformemente cubierto
para todo t, U; lo es también.

Ahora procedemos por induccién en ¢. Supongamos que la funcion H ha sido
definida en V' x [0, ¢;], notando que el caso base es dado for f. Como Uj41 es
uniformemente cubierto por p, existe una tnica hoja [71-+1 del recubrimiento
tal que H (z,t;) € lNJtH. Reemplazando V' por una vecindad mas pequena
de z en X, podemos asumir que H(V x {t;}) C Ui+1. Entonces podemos
definir H sobre V' X [t;, ti+1] usando la composicién

pfl

Ui-i-l-

H
VX [t tig1] Uit1

Asumiendo unicidad, las funciones definidas para los diferentes vecindarios
de los puntos de X podran ser pegadas usando el teorema del pegamiento
(Ejercicio 1.3.3).

Para demostrar unicidad, es suficiente hacerlo en el caso en que X = {x}.
Supongamos que tenemos dos levantamientos H y H' de H. Al igual que en
la parte anterior, podemos obtener una particion 0 =tg <t1 < -+ <t =1
de I tal que H([t;—1,t;]) C U; para un abierto U; uniformemente cubierto
por p. Una vez mas usaremos induccién. Supongamos que H y H’ coinciden
sobre [0,#;]. El hecho de que H(0) = f(0) = H'(0) da el caso base. Como
[ti, tir1] es conexo, H([t;, ti41]) vive en una de las componentes conexas de
p L (Ui11), la cual tiene que ser la misma en la que vive H'([t;, t;11]), ya que

5Si t = 0, el abierto en I es de la forma [0, b;), igualmente, si t = 1 el abierto en I es
de la forma (as, 1].
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las funciones coinciden en ¢;. Como p es inyectiva sobre esta componente
conexay po H = H = po H’, obtenemos que H = H’ sobrelt;, ti+1].

O

En particular, usando X = {x}, el resultado dice que podemos levantar ca-
minos, y usando X = I, podemos levantar homotopias. En particular, dados
una funcién recubridora p: £ — B, un punto base by € B, un levantamiento
eo € p~1(bo) y un elemento [f] € 71 (B, by) existe un levantamiento f, el cual
es un camino en E que comienza en eg. Asi podemos definir una funcién

@: m (B, bg) — p~(bo),

la cual estd bien definida (ver Ejercicio 13). Esta funcién se llama la corres-
pondencia por levantamiento.

Teorema 2.1.8. Sean p: E — B una funcion recubridora, by € B un punto
base, y eg € p~L(bp).

(a) El homomorfismo p,: 71 (E,eg) — m1(B,by) es inyectivo.
(b) Si H = p.(m1(E,ep)), la correspondencia por levantamiento induce
una funcion inyectiva

H\my(B,by) — p~*(bo),

donde el dominio es el conjunto de coclases por la derecha. Si E es
conexo por caminos la funcion es también sobreyectiva.

(c) Los elementos de H son exactamente aquellas clases de homotopia de
caminos en B cerrados en by cuyos levantamientos que empiezan en
eog som caminos cerrados.

(d) El nimero de hojas de un espacio recubridor E conexo por caminos
es igual al indice de H en (B, by).

Demostracién.  (a) Sea f: I — E un camino cerrado en e tal que p,[f] =
[po f] = [cs]. Entonces existe una homotopia de caminos H: I x
I —- Bdepo f a cp,. Por la Proposmlon 2.1.7, existe una homotopia
H: IxI—)EtalquepoH Hy H(— 0)—f Notemos que el
camino H(0,—) levanta el camino constante en by que empieza en
eg, entonces por unicidad tenemos que H (0,—) = ce,- Lo anterior
también es cierto para H(1,—)y H (=,1), de lo que se sigue que H
es una homotopia de caminos entre f Y Cey, lo cual demuestra que p,
es un homomorfismo inyectivo.

(b) Primero debemos demostrar que la funcién estd bien definida. Sea
[f] € m(B,bo) y h=po h, con h un camino en E cerrado en eg. Sea
f el levantamiento de f que comienza en eg. Entonces el camino h- f
existe, y ain mds, es el levantamiento de h - f que comienza en eg.
Entonces ¢([f]) = f(1) = h- f(1) = ¢([h - f]), lo cual demuestra que

 es independiente de la coclase por la derecha con respecto a H.
Para demostrar inyectividad, supongamos que ¢([f]) = ¢([g]). En-
tonces los levantamientos fy g terminan en el mismo punto, y por lo

tanto, podemos definir ~ como el camino cerrado en ey dado por f-g.
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Entonces [f-g] = [(po f) - (po§)] = [poh] € H, lo cual indica que [f]
y [g] estdn en la misma coclase.

Finalmente, supongamos que F es conexo por caminos. Entonces
para todo e; € p~!(bg) existe un camino fde eo a e1. Entonces f =
po fes un camino cerrado en by cuyo levantamiento es precisamente
f, asi que o([f]) = e1.

(c) Como ¢([ep,]) = eo, la inyectividad de la parte anterior implica que
o([f]) = eosiysdlosi [f]=H.
(d) Se deduce directamente de (b).

O

2.2. Entremés: el grupo fundamental del circulo. Con las bases de la
teoria de espacios recubridores podemos ahora calcular el grupo fundamental
del circulo. Recordemos del Ejemplo 2.1.5, el cual dice que R es un espacio
recubridor de S!, via la funcién p: R — S! definida como p(s) = 7.
Tomaremos 1 € S € Cy 0 € R como los puntos base. Tenemos que 71 (R, 0)
es el grupo trivial (ver el Ejemplo 1.2.11). Entonces, por el Teorema 2.1.8

p:m(S',1) —p'(1)

es una funcién biyectiva. Notemos ademds que p~1(1) = Z C R, el conjunto
de enteros. Para terminar el calculo del grupo fundamental, basta demostrar
el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. La funcién ¢: 71(S*,1) — Z es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Sean f y g caminos en S! cerrados en 1, con m = ¢([f])
y n = ¢([g]), y tomamos levantamientos en R que comienzan en 0 ]7 v g,
respectivamente. El camino gy, definido como g,,,(s) = m+g(s) es un camino
en R que empieza en n y termina en m + n. Mas ain, tenemos que

pogm(s) =p(m+g(s)) = p(g(s)) = g(s),
lo cual dice que gy, es el levantamiento de g que empieza en m. Asi que

podemos tomar el producto f - g, el cual es un camino que empieza en 0 y
termina en m + n. Ademas,

po(f-Gm)=w@of) - pogm)=f-g,

lo cual implica que f~ Jgm es el levantamiento de f - g que empieza en 0,
asi que

e([f]-19]) = m +n=o([f]) + »(lg])-
O

Observacion 2.2.2. Dado n € Z, consideremos el camino cerrado wy,: I — S*
definido como wy,(s) = e*™"%. Este camino enrolla el intervalo |n| veces
alrededor del circulo, en el sentido contrario a las manecillas del reloj si n
es positivo. El levantamiento de w, a R que comienza en 0 es la funcién
Wn(s) = ms, por lo tanto, ¢(Jw,]) = n. El hecho de que ¢ es una biyeccién
implica que todos los caminos cerrados en S* son homotépicos a w,, para un
unico n, y podemos pensar en ¢([f]) como el nimero de “vueltas” que da f
alrededor de S*.
13



Aunque no presentaremos la demostracién del siguiente resultado, lo senala-
mos para contrastar el anterior.

Teorema 2.2.3. Para todo n > 2, el grupo fundamental w1 (S™, xy) es tri-
vial.

Ahora presentamos un par de resultados que son consecuencia directa del
célculo del grupo fundamental del circulo. En general hay una larga lista de
resultados muy bellos. Ver por ejemplo [Mun75, §§55-56] y [Hat02, §1.1].

Proposicién 2.2.4. Los espacios R? y R® no son homeomorfos.

Demostracion. Supongamos que existe un homeomorfismo f: R? — R3, y
supongamos sin perdida de generalidad que f(0,0) = (0,0,0) (si no es asi,
podemos componer con una translacién). Entonces tenemos un homeomor-
fismo
FrR2\{(0,0)} = R\ {(0,0,0)}.

Por el resultado del ejercicio 4, R™ \ {0} es homotdépicamente equivalente a
S"=1 v por lo tanto, usando el Teorema 1.3.6 tenemos que 71 (R?\{(0,0)}) =
m (S 2 Zy m(R3\ {(0,0,0)}) = 71(S?) es trivial, por lo tanto, el homeo-
morfismo no puede existir. O

Teorema 2.2.5 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Si f: D? — D? es
una funcion continua, entonces existe un punto x € D? tal que f(x) = .

Demostracion. Procederemos por contradiccién, asi que asumamos que para
todo x € D?, f(x) # x. Definamos una funcién r: D? — S! donde r(x) es el
punto sobre S* que est4 sobre el rayo que conecta f(x) con z. Seai: ST — D?
la inclusién estdndar, y notemos que para todo z € S', r(z) = z, lo cual
quiere decir que 7 o7 = idg1. Entonces tenemos que el compuesto

m(SY) 25 7 (D?) 25 i (SY)

es la identidad, pero esto no puede pasar porque 71(S') = Z y m(D?) =
{0}. O

2.3. Clasificacion de espacios recubridores. En esta seccién proba-
remos que los espacios recubridores de un espacio B estan relacionados con
los subgrupos de 71 (X, zg). En adelante asumiremos que B es conexo por
caminos y localmente conexo por caminos (ver la Definicién 3.0.3).

Proposicion 2.3.1. Sean p: E — B una funcion recubridora y eg € FE,
bo = p(eg) € B puntos base. Sean Y wun espacio conexo por caminos y
localmente conexo por caminos, y f: (Y,yo) — (B, bo) una funcion continua.

Entonces eziste un levantamiento f: (Y,yo) — (E,ep)
(E7 60)
F.7
e \Lp
(Y, y0) 5 (B, bo)

sty solo si

fe(m(Y,90)) C pi(m1(E, o))
14



Madas aun, si tal f existe, es unico.

Bosquejo de la demostracion. Si f existe, entonces f, = ps o fi, y se sigue
inmediatamente que la imagen de f. estd contenida en la imagen de p,. Para
demostrar la direccién contraria, debemos construir f. Dado un punto y en
Y, tomamos un camino « en Y de yg a y. El camino f o a es un camino

—_~—

en B de by a f(y), asi que podemos tomar su levantamiento f o« en E que
comienza en ey. Definiremos f(y) como f/;/a(l). Es claro que po f = f.
El contenimiento de subgrupos se usa para demostrar que estd funcién es
independiente del camino que se tome. La continuidad de fusa este hecho
vy que Y es localmente conexo por caminos. O

Para ver mas detalles de esta demostracién, el lector puede consultar [Hat02,
Prop. 1.33].

Definicion 2.3.2. Sean p: Fhy — By p2: Eo — B funciones recubridoras
sobre B. Un morfismo de espacios recubridores es una funcién continua
f: E1 — FE» tal que el diagrama

f o)
B

es conmutativo. Decimos que f es un isomorfismo de espacios recubridores
si f es un homeomorfismo.

Eq

Teorema 2.3.3. Sean p1: E1 — B y pa: By — B espacios recubridores con
Ey y Ey conexos por caminos, con punto base ey € E1 y es = Fs tales que

pi(e1) = by = pa(e2).

(a) Eziste un morfismo de espacios recubridores f: Fy — Fs tal que
f(e1) = e siy sdlo si

p1o(mi (B, e1)) C p2,(m1(Ea, e2)).

Mads aun, si tal f existe, es unico.
(b) Existe un isomorfismo f: E1 — Eo tal que f(e1) = e si y sdlo si

P1.(m1(E1, e1)) = pa,(m1(Fa, e2)).

Mds atn, si tal f existe, es unico.
(c) Los espacios recubridores E1 y Eo son isomorfos si y sdlo si los sub-
grupos p1,.(m1(E1,e1)) y p2.(m1(E2,e2)) de m1(B,by) son conjugados.

Demostracion.  (a) Es consecuencia directa de la Proposicién 2.3.1.

(b) Si existe f con inverso f~!, la primera direccién de (a) implica la
igualdad de los subgrupos. La segunda direccién de (a) implica que
existen morfismos f: E1 — Ey y g: E2 — Fj, tales que f(e1) =e2y
g(e2) = e1. La composicién go f: F1 — E; es un morfismo de espacios
recubridores, y por la unicidad de (a), debe ser igual a la identidad
idg, . Igualmente obtenemos que f o g = idg,, lo cual implica que f
es un homeomorfismo.
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(c) La parte (b) implica que si f: Eq — Es un isomorfismo, entonces

p1i(mi(Er, e1)) = pa,(m1(Ea, f(e1))).
Sea o un camino de ey a f(e1) en Ea, y = py o a. Notemos que 3 es
un camino en B cerrado en by. Entonces, usando el ejercicio 14,

(8] - (P2 (m1(E2, €2))) - 18] = pau(m1(E2, f(e1))).

Para probar la otra direccién, asumamos que

9] (p2.(m1(E2,e2))) - [9] = pr.(m1(E1,e1)),
donde g es un camino en B cerrado en by. Sea g el levantamiento de
g a E5 que comienza en es. Entonces, usando el ejercicio 14, tenemos
que

[9] - (P2 (m1(E2, €2))) - [9] = p2u(m1(E2, §(1)).
y el resultado se sigue de (b).

O

Este teorema dice que dado un espacio conexo por caminos y localmente
conexo por caminos B, el conjunto de clases de isomorfismo de espacios re-
cubridores de B (conexos por caminos) tiene a lo més un elemento por cada
clase de conjugacién de subgrupos de (B, bg). Por cuestiones de espacio
no presentaremos la demostracién del siguiente teorema, el cual implica la
existencia de todos los espacios recubridores posibles, dadas ciertas condi-
ciones sobre B. Para més detalles, el lector puede consultar [Hat02, Prop.
1.36].

Teorema 2.3.4. Si B es conexo, conexo por caminos y semilocalmente sim-
plemente conexo (ver la Definicion 3.0.4), entonces B tiene un espacio re-
cubridor universal. Mds ain, si H C w1 (B, by), existe un espacio recubridor
pr: Eg — B y un punto base eq tales que pr,(m1(Frm,e0)) = H.

El espacio recubridor universal se construye dando una topologia al conjunto
de clases de homotopia de caminos en B que empiezan en by. El espacio Fy
se construye como un cociente del universal.

2.4. Ejercicios.

10. Sea p: E — B una funcién recubridora. Demuestre (sin usar el Teo-
rema 2.1.8) que si B es conexo, todas las fibras de p tienen la misma
cardinalidad.

11. Demuestre que para todo n > 0, la funcién p(z) = 2™ del el Ejem-
plo 2.1.6 es una funcién recubridora p: S' — St.

12. Demuestre que si p1: E1 — By y p2: E5 — Bs son funciones recubri-
doras, entonces p; X p2: F1 X EFo — B1 X By también lo es.

13. Sean p: E — B una funcién recubridora y by € B, eg € p~!(bo)
puntos base. Dado un camino f cerrado en by, sea fel levantamiento
que empieza en ey. Demostrar que la funcién

¢: m1(B,bo) — p~ ' (bo)
dada por ¢([f]) = f(1) est4 bien definida (i.e., es independiente de el

representante de la clase de homotopia).
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14. Sean p: £ — B una funcién recubridora, by un punto base en B y
eo,€ey € p~1(bp). Sean o un camino en E de eyg a e) y B = po a.
Entonces

[B] - (pe(m1(E, €0))) - [B] = ps(m1(E, €5))-

15. Sea GG un grupo topoldgico con elemento neutro e. Sea p: H — G una
funcién recubridora con H conexo por caminos y localmente conexo
por caminos. Tomemos € € p~!(e). Demuestre que existe una tinica
multiplicacién asociativa y continua pu: H x H — H con elemento
neutro e que levanta la multiplicacién de G.

3. APENDICE: DEFINICIONES DE TOPOLOGIA

Acd incluimos algunas definiciones de topologia.

Definicion 3.0.1. Un subespacio X de R" es convezo si para todo par de
puntos en X, el segmento que los conecta esta contenido en X.

Definicion 3.0.2. Un espacio X es conexo por caminos si para todo par de
puntos (z,y) en X, existe un camino en X de z a y.

En general, todo espacio conexo por caminos es conexo, pero el converso
no es siempre cierto. Para ver contra-ejemplos especificos, el lector puede
consultar [Mun75, §24, Example 7].

Definicion 3.0.3. Un espacio X es localmente conexo por caminos si para
todo z € X y U una vecindad de z, existe una vecindad V de x tal que
V C Uy V es conexo por caminos.

Definicion 3.0.4. Un espacio X es semilocalmente simplemente conexo si
para todo punto x existe una vecindad U tal que todo camino en U cerrado
en x es homotdpico (en X) al camino constante.
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