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Introducción

El área de topoloǵıa algebraica busca usar herramientas algebraicas para
contestar preguntas en topoloǵıa. La idea inicial es definir invariantes al-
gebraicas de los espacios topológicos que nos permiten diferenciar espacios
entre śı. ¿Qué es una invariante algebraica? Es un objeto que se asigna a cada
espacio topológico, con la propiedad que las invariantes asignadas a espa-
cios homeomorfos son isomorfas. Aśı, si tenemos dos espacios con diferentes
invariantes, sabremos que los espacios son diferentes a su vez.

El ejemplo básico es el conjunto de componentes conexas por caminos, nor-
malmente denotado como π0(X). Este conjunto se define como el conjunto de
clases de equivalencia de puntos de X, donde la equivalencia se define usan-
do caminos: x es equivalente a y si existe una función continua f : [0, 1]→ Y
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tal que f(0) = x y f(1) = y. No es dif́ıcil demostrar que si X e Y son
homeomorfos, entonces hay una biyección π0(X) ∼= π1(Y )1.

En estas notas desarrollaremos la idea del grupo fundamental π1(X,x0),
2

el cual es una de las invariantes algebraicas más básicas. A su vez, estudia-
remos la teoŕıa de los espacios recubridores, los cuales están ı́ntimamente
relacionados al grupo fundamental.

Estas notas no contienen material original. El material está organizado de
acorde con el plan de presentación. Algunos textos básicos que incluyen parte
de este material, y aún más (para el lector interesado) son [Hat02], [Mas77],
[May99] y [Mun75].

1. El grupo fundamental

1.1. Homotoṕıa. La idea de homotoṕıa hace rigurosa la idea de cómo
deformar una función en otra.

Notación 1.1.1. Sea I el intervalo cerrado [0, 1].

Definición 1.1.2. Sean f, g : X → Y funciones continuas entre espacios
topológicos. Una homotoṕıa de f a g es una función continua H : X×I → Y ,
tal que para todo x ∈ X, H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x). En caso de que
exista tal H, se dice que f es homotópica a g, y escribimos f ' g.

Notemos que si H es una homotoṕıa, para cada t ∈ I, la función ht =
H(−, t) : X → Y es continua, de modo que H puede verse entonces como
una familia de funciones continuas X → Y parametrizadas por t, las cuales
interpolan entre f y g.

Ejemplo 1.1.3. Sea X un espacio topológico cualquiera, y Rn con su to-
poloǵıa habitual. Cualesquiera dos funciones continuas f, g : X → Rn son
homotópicas, usando la homotoṕıa

H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x).

Notemos que este resultado se puede generalizar para dos funciones f, g : X →
Y , donde Y ⊆ Rn es un subespacio convexo (ver la Definición 3.0.1). Esta
homotoṕıa se llama homotoṕıa lineal.

La demostración de la siguiente proposición es un ejercicio para el lector.

Proposición 1.1.4. La relación de homotoṕıa es una relación de equiva-
lencia sobre el conjunto de funciones continuas X → Y .

Definición 1.1.5. Una función continua f : X → Y es una equivalencia
homotópica si existe una función continua g : Y → X tal que

f ◦ g ' idY y g ◦ f ' idX .

La función g es llamada un inverso homotópico.

1En este caso el invariante algebraico es simplemente un conjunto, no hay estructura
algebraica adicional, de modo que ser isomorfos debe entenderse simplemente como que
los conjuntos están en biyección

2La similitud en la notación de π0 con π1 no es coincidencia, en general hay grupos de
homotoṕıa πn(X,x0) para todo n ≥ 2, los cuales generalizan estos dos.
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Dados espacios topológicos X e Y , decimos que X es homotópicamente equi-
valente a Y si existe una equivalencia homotópica f : X → Y .

Ejemplo 1.1.6. Un homeomorfismo f : X → Y es una equivalencia homotópi-
ca, ya que existe un inverso g : Y → X tal que f◦g = idY y g◦f = idX . Como
la relación de homotoṕıa entre funciones es una relación de equivalencia, en
particular obtenemos entonces que f ◦ g ' idY y g ◦ f ' idX .

Ejemplo 1.1.7. Para todo n ≥ 0, el espacio Rn es homotópicamente equiva-
lente a ∗. Para verificar esto, consideremos la función constante f : Rn → ∗,
y la función g : ∗ → Rn, la cual manda el único punto al origen. Por un lado,
notemos que f ◦ g = id∗. Por otro lado, g ◦ f es homotópica a la identidad
de Rn, como indica el Ejemplo 1.1.3. Más aún, este resultado es cierto para
cualquier subespacio convexo de Rn.

Definición 1.1.8. Un espacio topológico X es contráctil si es homotópica-
mente equivalente al espacio ∗.

El ejemplo anterior indica que Rn es contráctil. Aśı mismo, la bola cerrada
unitaria de dimensión n,

Dn = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1}
es contráctil, ya que es un subespacio convexo de Rn. En cambio, la n-esfera

Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1},
no es contráctil. Este resultado lo demostraremos para el caso n = 1 más
adelante. El caso general no lo demostraremos en estas notas.

El siguiente resultado, aunque suene circular, indica que nuestra termino-
loǵıa es correcta.

Proposición 1.1.9. La relación de equivalencia homotópica es una relación
de equivalencia.

Demostración. Recordemos que debemos demostrar que la relación es refle-
xiva, simétrica y transitiva.

(Reflexividad) La función identidad idX : X → X es un homeomorfis-
mo, y por lo tanto, una equivalencia homotópica.
(Simetŕıa) Supongamos que X es homotópicamente equivalente a Y .
Sabemos entonces que existe una equivalencia homotópica f : X → Y
con inverso homotópico g : Y → X. Dada la definición, observamos
que g es una equivalencia homotópica con inverso f , y concluimos que
Y es homotópicamente equivalente a X.
(Transitividad) Supongamos que X es homotópicamente equivalente
a Y , y que Y es homotópicamente equivalente a Z. Tenemos entonces
funciones f : X → Y , g : Y → X, f ′ : Y → Z y g′ : Z → Y , tales que

f ◦ g ' idY , g ◦ f ' idX , f ′ ◦ g′ ' idZ , g′ ◦ f ′ ' idY .

Demostraremos que f ′ ◦ f : X → Z es una equivalencia homotópica
con inverso g ◦g′ : Z → X, lo cual implica que X es homotópicamente
equivalente a Z. Notemos que

(f ′ ◦ f) ◦ (g ◦ g′) = f ′ ◦ (f ◦ g) ◦ g′ ' f ′ ◦ idY ◦ g′ = f ′ ◦ f ' idZ ,
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y aśı mismo,

(g ◦ g′) ◦ (f ′ ◦ f) = g ◦ (g′ ◦ f ′) ◦ f ' g ◦ idY ◦ f = g ◦ f ' idX .

Acá hemos utilizado la reflexividad y la transitividad de la relación
', más el resultado del ejercicio 2.

�

1.2. Definición del grupo fundamental.

Definición 1.2.1. Sea X un espacio topológico, y sean x0 y x1 puntos de
X. Un camino de x0 a x1 en X es una función continua f : I → X tal que
f(0) = x0 y f(1) = x1. Si x0 = x1, decimos que f es un camino cerrado en
x0. Dados caminos f y g de x0 a x1 en X, una homotoṕıa de caminos de f
a g es una homotoṕıa H : I × I → X de f a g tal que para todo t ∈ I,

H(0, t) = x0 y H(1, t) = x1.

f

g

x0 x1

•
x1

•
x0

⊂ XH

Si existe una homotoṕıa de caminos de f a g lo denotamos como f 'c g.

Notemos que la condición de la definición nos da una familia de caminos
ht = H(−, t) : I → X de x0 a x1.

Proposición 1.2.2. La relación 'c es una relación de equivalencia.

La demostración es similar a la de la Proposición 1.1.4. Denotaremos la clase
de equivalence del camino f como [f ].

Ejemplo 1.2.3. Para cualesquiera dos caminos f y g de x0 a x1 en X un
subespacio convexo de Rn tenemos que [f ] = [g], lo cual se puede demostrar
usando la misma homotoṕıa lineal del Ejemplo 1.1.3, notando que ésta es
también una homotoṕıa de caminos.

Ejemplo 1.2.4. Dado un camino f en X, una reparametrización de f es una
composición f ◦ϕ donde ϕ : I → I es una función continua tal que ϕ(0) = 0
y ϕ(1) = 1. Notemos que f y f ◦ ϕ trazan la misma curva en X, pero no
necesariamente a la misma rapidez.3 Probaremos que [f ] = [f ◦ϕ]. Ya que I
es un subespacio convexo de R, tenemos la homotoṕıa lineal H : I × I → I
entre idI y ϕ. Entonces f ◦ H : I × I → X es una homotoṕıa de caminos
entre f y f ◦ ϕ.

3Más aún, no es necesario que ϕ sea biyectiva, por lo tanto, es posible que f ◦ϕ repita
ciertos segmentos de la curva.
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Definición 1.2.5. Dados caminos f y g en X tales que f(1) = g(0), defini-
mos el producto de caminos f · g como

f · g(s) =

{
f(2s) si 0 ≤ s ≤ 1

2 ,

g(2s− 1) si 1
2 ≤ s ≤ 1.

El camino f · g recorre f y g al doble de la velocidad, uno inmediatamente
después del otro, usando en total una unidad de tiempo. La continuidad de
f · g es dada por el teorema del pegamiento de funciones (ver Ejercicio 3).

Proposición 1.2.6. Sean f , f ′, g, g′ caminos en X tales que f 'c f ′,
g 'c g′ y f(1) = g(0). Entonces f · g 'c f ′ · g′.

Demostración. Sean F y G homotoṕıas de camino entre f y f ′, y entre g y
g′, respectivamente. Entonces para todo t ∈ I, tenemos que F (1, t) = f(1) =
g(0) = G(0, t). Por el teorema del pegamiento (ver Ejercicio 3), la función

H(s, t) =

{
F (2s, t) si 0 ≤ s ≤ 1

2 ,

G(2s− 1, t) si 1
2 ≤ s ≤ 1.

es continua, y forma una homotoṕıa de caminos entre f · g y f ′ · g′, como
indica la figura.

F G

f g

f ′ g′

�

Definición 1.2.7. Para clases de homotoṕıa de caminos [f ] y [g] en X, tales
que f(1) = g(0), definimos el producto como

[f ] · [g] = [f · g].

Notemos que la Proposición 1.2.6 implica que el producto está bien definido
(i.e., no depende del representante de la clase de homotoṕıa).

Notación 1.2.8. Dado un punto x ∈ X, denotamos como cx el camino
constante en x, es decir, cx(s) = x para todo s ∈ I. Dado un camino f en
X, denotamos como f el camino en reversa, es decir, f(s) = f(1− s).

Proposición 1.2.9. Sean f , g y h caminos en X tales que f(1) = g(0) y
g(1) = h(0). Entonces

(a) [f ] · ([g] · [h]) = ([f ] · [g]) · [h],
(b) [f ] · [cf(1)] = [f ] = [cf(0)] · [f ],

(c) [f ] · [f ] = [cf(0)] y [f ] · [f ] = [cf(1)].

Demostración. Notemos que el camino (f · g) · h es una reparametrización
de f · (g ·h): ambos caminos recorren f , luego g y luego h, pero lo hacen con
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distinta rapidez en cada segmento. Para ser más espećıficos, tenemos que
(f · g) · h = [f · (g · h)] ◦ ϕ donde

ϕ(s) =


2s si 0 ≤ s ≤ 1

4 ,

s si 1
4 ≤ s ≤

1
2 ,

1
2s si 1

2 ≤ s ≤ 1.

Siguiendo el Ejemplo 1.2.4, tenemos entonces que f ·(g ·h) 'c (f ·g)·h, lo cual
prueba (a). Igualmente, f ·cf(1) y cf(0)·f son reparametrizaciones de f , lo cual

implica (b). Finalmente, para probar (c), notemos que f · f = f ◦ (idI · idI).
El camino idI · idI en I es homotópico al camino constante en 0, ya que
I ⊂ R es convexo. Entonces tenemos que f ◦ (idI · idI) 'c f ◦ c0 = cf(0),
como queŕıamos. La otra igualdad se demuestra de manera similar. �

Definición 1.2.10. Sea X un espacio topológico y x0 ∈ X un punto fijo.
El grupo fundamental de X con punto base x0, denotado como π1(X,x0)
consiste del conjunto de clases de homotoṕıa de caminos de x0 a x0, con el
producto dado for [f ] · [g].

El hecho de que eso es un grupo es una consecuencia directa de la Propo-
sición 1.2.9. Notemos que el elemento neutro es la clase de homotoṕıa del
camino constante en x0.

Ejemplo 1.2.11. Si X ⊂ Rn es un subespacio convexo, para todo x0 ∈ x,
el grupo fundamental π1(X,x0) es isomorfo al grupo trivial, ya que todo
camino cerrado en x0 es homotópico al camino constante.

Definición 1.2.12. Un espacio X es simplemente conexo si es conexo por
caminos, y para todo x0 ∈ X, el grupo fundamental π0(X,x0) es trivial

1.3. Propiedades del grupo fundamental. ¿Cómo depende el grupo
fundamental en el punto base? ¿Cómo se comporta con respecto a funciones
continuas? En esta sección responderemos estas preguntas.

Proposición 1.3.1. Sea α un camino en X de x0 a x1. Entonces la función

α̂ : π1(X,x0) −→ π1(X,x0)

definida como α([f ]) = [α] · [f ] · [α] es un isomorfismo de grupos.

Demostración. La función está bien definida ya que el producto está bien
definido (es independiente del representante de la clase de homotoṕıa). Aún
más, la función es un homomorfismo de grupos:

α̂([f ] · [g]) = [α] · [f ] · [g] · [α] = [α] · [f ] · [α] · [α] · [g] · [α] = α̂([f ]) · α̂([g]).

Finalmente, podemos chequear que el homomorfismo α̂ es el inverso de α̂.
�

Definición 1.3.2. Sean (X,x0) y (Y, y0) espacios puntuados, y h : (X,x0)→
(Y, y0) una función continua entre espacios puntuados, es decir, h(x0) = y0.
El homomorfismo inducido por h es la función

h∗ : π1(X,x0) −→ π1(Y, y0)

definida como h∗([f ]) = [h ◦ f ].
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Debemos chequear que la función está bien definida y que es un homomor-
fismo. Lo primero se deduce del Ejercicio 2. Lo segundo es consecuencia de
la ecuación

(1.3.3) h ◦ (f · g) = (h ◦ f) · (h ◦ g),

la cual se chequea fácilmente usando la definición del producto y mirando
los casos.

Proposición 1.3.4. Si f : (X,x0) → (Y, y0) y k : (Y, y0) → (Z, z0) son
funciones continuas entre espacios puntuados, entonces (k◦h)∗ = k∗◦h∗. La
función identidad id : (X,x0) → (X,x0) induce el homomorfismo identidad
id : π1(X,x0)→ π1(X,x0).

Demostración. Para probar el primer resultado, tenemos que para todo [f ] ∈
π1(X,x0),

(k◦h)∗([f ]) = [(k◦h)◦f ] = [k◦(h◦f)] = k∗([h◦f ]) = k∗(h∗([f ])) = (k∗◦h∗)([f ]).

La segunda parte es inmediata. �

El siguiente corolario indica que el grupo fundamental es una invariante
topológica.

Corolario 1.3.5. Si h : (X,x0) → (Y, y0) es un homeomorfismo, entonces
h∗ : π1(X,x0)→ (Y, y0) es un isomorfismo.

Demostración. Sea h−1 el inverso de h. Entonces (h−1)∗ es el inverso de h∗:

(h−1)∗ ◦ h∗ = (h−1 ◦ h)∗ = (idX)∗ = idπ1(X,x0)

h ◦ (h−1)∗ = (h ◦ h−1)∗ = (idY )∗ = idπ1(Y,y0).

�

El siguiente resultado generaliza el anterior. Para la demostración, debemos
tener cuidado con la diferencia entre homotoṕıas en general y homotoṕıas
por caminos.

Teorema 1.3.6. Sea h : X → Y una equivalencia homotópica. Entonces el
homomorfismo inducido

h∗ : π1(X,x0) −→ π1(Y, h(x0))

es un isomorfismo para todo x0 ∈ X.

Para probar este teorema primero probaremos un lema auxiliar.

Lema 1.3.7. Sean h, k : X → Y funciones continuas, y H una homotoṕıa
de h a k. Sea α el camino de h(x0) a k(x0) definido como α(t) = H(x0, t).
Entonces el diagrama

π1(X,x0)

k∗

''

h∗

ww
π1(Y, h(x0))

α̂
// π1(Y, k(x0))

es conmutativo, es decir, α̂ ◦ h∗ = k∗.
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Demostración. Tenemos que demostrar que dado un camino f en X cerrado
en x0, los caminos cerrados k ◦ f y α · (h ◦ f) · α son equivalentes v́ıa una
homotoṕıa de caminos. Por un lado, consideremos el camino αt : I → Y
definido como αt(s) = α((1−t)s+t). Este es un camino que conecta αt(0) =
α(t) con αt(1) = α(1) = k(x0). Notemos que α0 = α y α1 = ck(x0). Por otro
lado, consideremos la homotoṕıa J : I×I → Y dada por J(s, t) = H(f(s), t).

Ésta no es una homotoṕıa de caminos, lo que ocurre en la frontera del
cuadrado está demarcado en la siguiente figura.

J

h ◦ f

k ◦ f

α(t) α(t)

Finalmente, consideremos la homotoṕıa K : I × I → Y definida como

K(−, t) = αt · J(−, t) · αt.

Ésta śı es una homotoṕıa de caminos cerrados en k(x0), y conecta a α ·
(h ◦ f) · α con ck(x0) · (k ◦ f) · ck(x0), el cual a su vez es homotópicamente
equivalente a k ◦ f .

Jαt αt

h ◦ f

k ◦ fk(x0) k(x0)

k(x0) k(x0)

α α

�

Demostración del Teorema 1.3.6. Sea k : Y → X un inverso homotópico de
h, es decir h ◦ k ' idY y k ◦ h ' idX . Sea H una homotoṕıa que conec-
ta idX con k ◦ h, y α el camino correspondiente de x0 a kh(x0). Por la
Proposición 1.3.4 y el Lema 1.3.7,

α̂ = α̂ ◦ (idX)∗ = (k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗.

Como α̂ es un isomorfismo, se sigue que h∗ is inyectiva y k∗ es sobreyectiva.
Análogamente, usando la homotoṕıa que conecta idY con h ◦ k, podemos
demostrar que h∗ es sobreyectiva y k∗ es inyectiva. �

1.4. Ejercicios.

1. Demuestre que la relación de homotoṕıa entre funciones continuas
X → Y es una relación de equivalencia.

2. Sean f, f ′ : X → Y y g, g′ : Y → Z funciones continuas. Demuestre
que

si f ' f ′, entonces g ◦ f ' g ◦ f ′;
si g ' g′, entonces g ◦ f ' g′ ◦ f .
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3. Sea X un espacio topológico, y sean A,B ⊆ X ambos abiertos o
ambos cerrados, tales que A ∪B = X. Si f : A→ Y y g : B → Y son
funciones continuas que coinciden en A ∩ B, la función h : X → Y
definida como h(x) = f(x) si x ∈ A o h(x) = g(x) si x ∈ B es
continua.

4. Demuestre que para todo n ≥ 1, los espacios Rn \ {0} y Sn−1 son
homotópicamente equivalentes.

5. Sean α un camino en X de x0 a x1, β un camino en X de x1 a x2.

Demostrar que α̂ · β = β̂ ◦ α̂.
6. Sea X un espacio conexo por caminos, y x0, x1 puntos en X. De-

muestre que π1(X,x0) es abeliano si y sólo si para cualesquier par de

caminos α y β de x0 a x1, tenemos que α̂ = β̂.
7. Dados espacios X e Y , denotamos como [X,Y ] el conjunto de clases

de homotoṕıa de funciones continuas X → Y . Un camino f : I → X

cerrado en x0 se puede considerar como una función continua f̃ : S1 →
X que manda 1 ∈ S1 ⊂ C a x0. Esta identificación induce una función
bien definida

Φ: π1(X,x0)→ [S1, X].

(Notemos que en la definición de π1(X,x0) usamos homotoṕıas por
caminos, y en la definición de [S1, X] usamos todas las homotoṕıas.)
a) Demuestre que si X es conexo por caminos, entonces Φ es sobre-

yectiva.
b) Demuestre que Φ([f ]) = Φ([g]) si y sólo si [f ] y [g] son conjugados

en π1(X,x0).
8. Sean X e Y espacios topológicos, y x0 ∈ X, y0 ∈ Y . Demuestre que
π1(X × Y, (x0, y0)) es isomorfo al grupo π1(X,x0)× π1(Y, y0).

2. Espacios recubridores

2.1. Definición de espacio recubridor. En un curso de topoloǵıa alge-
braica, es común primero calcular el grupo fundamental del ćırculo y luego
hablar de espacios recubridores, teniendo en cuenta que la teoŕıa de espacios
recubridores generaliza los aspectos más distintivos del método usado para
calcular el grupo fundamental del ćırculo, y aśı, da la motivación necesaria.
Por cuestiones de espacio en estas notas vamos a desarrollar la teoŕıa de
espacios recubridores primero4, y luego calcularemos el grupo fundamental
del ćırculo.

Definición 2.1.1. Sea p : E → B una función continua y sobreyectiva.
Decimos que un conjunto abierto U de B está uniformemente cubierto si la
preimagen p−1(U) es una unión disjunta de conjuntos abiertos Vα, tales que
para todo α la restricción de p a Vα es un homeomorfismo sobre U .

4No se debe confundir la noción de espacio recubridor que se expone aqúı (covering
space, o revêtement), con la noción de cubrimiento asociada al número de Lebesgue de un
cubrimiento, aunque la terminoloǵıa sea muy parecida se trata de nociones muy diferentes.
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Una función recubridora es una función continua y sobreyectiva p : E → B
tal que para todo b ∈ B existe una vecindad U de b la cual es uniformemen-
te cubierta. Decimos que el espacio E es un espacio recubridor de B. Los
conjuntos Vα son llamados las hojas sobre U .

Si E es simplemente conexo, decimos que E es un espacio recubridor uni-
versal.

Observación 2.1.2. Notemos que si p : E → B es una función recubridora,
para todo b ∈ B, el subespacio p−1(b) de E (llamado fibra) tiene la topoloǵıa
discreta, ya que cada Vα intersecta a p−1(b) en exactamente un punto.

Ejemplo 2.1.3. Para todo espacio X, la función identidad idX : X → X es
una función recubridora. Si D es un espacio discreto, la proyección p : D ×
X → X es una función recubridora. En este caso, D×X es la unión disjunta
de copias de X indexada por los elementos de D. En este caso decimos que
p es una función recubridora trivial.

Ejemplo 2.1.4. Si f : X → Y es un homeomorfismo, entonces es un espacio
recubridor. En este caso el número de hojas es 1.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el ćırculo S1 como el subespacio del plano
complejo C dado por los elementos de magnitud 1. La función p : R → S1

definida por p(s) = e2πis es una función recubridora. Esta función enrolla R
como una hélice sobre S1, de manera que cada intervalo [n, n + 1] da una
vuelta completa.

Para demostrar que p es una función recubridora, tomemos los subconjuntos
abiertos U = S1 \ {1} y V = S1 \ {−1}. Estos conjuntos claramente cubren
S1, por lo tanto es suficiente demostrar que ambos son uniformemente cu-
biertos por p. La preimagen p−1(U) consiste de la unión disjunta de los
intervalos abiertos (n, n + 1) para n ∈ Z, los cuales son homeomorfos a U .
Análogamente, p−1(V ) es la unión disjunta de los intervalos (n − 1

2 , n + 1
2)

para n ∈ Z.

U

· · · · · ·

p−1(U)
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Ejemplo 2.1.6. La función p : S1 → S1 dada por p(z) = zn para un entero
positivo n es una función recubridora de n hojas.

Una de las propiedades más importantes de los espacios recubridores es el
levantamiento de caminos, y aún más general, de homotoṕıas.

Proposición 2.1.7. Dados una función recubridora p : E → B, una homo-

toṕıa H : X × I → B y un levantamiento f̃ : X → E de H(−, 0) (es decir,

p ◦ f̃ = H(−, 0)), existe una única homotoṕıa H̃ que levanta H.

X × {0}
f̃ //

��

E

p

��
X × I

H
//

H̃

<<

B

Demostración. Fijemos un punto (x, t) ∈ X × I. Entonces existe una ve-
cindad Ut de H(x, t) ∈ B la cual es uniformemente cubierta por p. Como
H es una función continua, existe una vecindad Vt × (at, bt)

5 de (x, t) en
X × I tal que H(Vt × (at, bt)) ⊆ Ut. Como {x} × I es un espacio compac-
to, podemos tomar un número finito de valores de t de tal manera que los
conjuntos Vt × (at, bt) cubren {x} × I. Sean 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1 eso
valores de t, y sea V =

⋂m
i=0 Vti . Entonces para todo 1 ≤ i ≤ m, tenemos

que H(V × [ti−1, ti]) ⊆ Ui = Uti−1 ∩Uti . Como Ut es uniformemente cubierto
para todo t, Ui lo es también.

Ahora procedemos por inducción en i. Supongamos que la función H̃ ha sido

definida en V × [0, ti], notando que el caso base es dado for f̃ . Como Ui+1 es

uniformemente cubierto por p, existe una única hoja Ũi+1 del recubrimiento

tal que H̃(x, ti) ∈ Ũt+1. Reemplazando V por una vecindad más pequeña

de x en X, podemos asumir que H̃(V × {ti}) ⊆ Ũi+1. Entonces podemos

definir H̃ sobre V × [ti, ti+1] usando la composición

V × [ti, ti+1]
H // Ui+1

p−1

// Ũi+1.

Asumiendo unicidad, las funciones definidas para los diferentes vecindarios
de los puntos de X podrán ser pegadas usando el teorema del pegamiento
(Ejercicio 1.3.3).

Para demostrar unicidad, es suficiente hacerlo en el caso en que X = {∗}.
Supongamos que tenemos dos levantamientos H̃ y H̃ ′ de H. Al igual que en
la parte anterior, podemos obtener una partición 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1
de I tal que H([ti−1, ti]) ⊂ Ui para un abierto Ui uniformemente cubierto

por p. Una vez más usaremos inducción. Supongamos que H̃ y H̃ ′ coinciden

sobre [0, ti]. El hecho de que H̃(0) = f̃(0) = H̃ ′(0) da el caso base. Como

[ti, ti+1] es conexo, H̃([ti, ti+1]) vive en una de las componentes conexas de

p−1(Ui+1), la cual tiene que ser la misma en la que vive H̃ ′([ti, ti+1]), ya que

5Si t = 0, el abierto en I es de la forma [0, bt), igualmente, si t = 1 el abierto en I es
de la forma (at, 1].
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las funciones coinciden en ti. Como p es inyectiva sobre esta componente

conexa y p ◦ H̃ = H = p ◦ H̃ ′, obtenemos que H̃ = H̃ ′ sobre[ti, ti+1].

�

En particular, usando X = {∗}, el resultado dice que podemos levantar ca-
minos, y usando X = I, podemos levantar homotoṕıas. En particular, dados
una función recubridora p : E → B, un punto base b0 ∈ B, un levantamiento

e0 ∈ p−1(b0) y un elemento [f ] ∈ π1(B, b0) existe un levantamiento f̃ , el cual
es un camino en E que comienza en e0. Aśı podemos definir una función

ϕ : π1(B, b0) −→ p−1(b0),

la cual está bien definida (ver Ejercicio 13). Esta función se llama la corres-
pondencia por levantamiento.

Teorema 2.1.8. Sean p : E → B una función recubridora, b0 ∈ B un punto
base, y e0 ∈ p−1(b0).

(a) El homomorfismo p∗ : π1(E, e0)→ π1(B, b0) es inyectivo.
(b) Si H = p∗(π1(E, e0)), la correspondencia por levantamiento induce

una función inyectiva

H\π1(B, b0) −→ p−1(b0),

donde el dominio es el conjunto de coclases por la derecha. Si E es
conexo por caminos la función es también sobreyectiva.

(c) Los elementos de H son exactamente aquellas clases de homotoṕıa de
caminos en B cerrados en b0 cuyos levantamientos que empiezan en
e0 son caminos cerrados.

(d) El número de hojas de un espacio recubridor E conexo por caminos
es igual al ı́ndice de H en π1(B, b0).

Demostración. (a) Sea f̃ : I → E un camino cerrado en e tal que p∗[f̃ ] =

[p ◦ f̃ ] = [cb]. Entonces existe una homotoṕıa de caminos H : I ×
I → B de p ◦ f̃ a cb0 . Por la Proposición 2.1.7, existe una homotoṕıa

H̃ : I × I → E tal que p ◦ H̃ = H y H̃(−, 0) = f̃ . Notemos que el

camino H̃(0,−) levanta el camino constante en b0 que empieza en

e0, entonces por unicidad tenemos que H̃(0,−) = ce0 . Lo anterior

también es cierto para H̃(1,−) y H̃(−, 1), de lo que se sigue que H̃

es una homotoṕıa de caminos entre f̃ y ce0 , lo cual demuestra que p∗
es un homomorfismo inyectivo.

(b) Primero debemos demostrar que la función está bien definida. Sea

[f ] ∈ π1(B, b0) y h = p ◦ h̃, con h̃ un camino en E cerrado en e0. Sea

f̃ el levantamiento de f que comienza en e0. Entonces el camino h̃ · f̃
existe, y aún más, es el levantamiento de h · f que comienza en e0.

Entonces ϕ([f ]) = f̃(1) = h̃ · f̃(1) = ϕ([h · f ]), lo cual demuestra que
ϕ es independiente de la coclase por la derecha con respecto a H.

Para demostrar inyectividad, supongamos que ϕ([f ]) = ϕ([g]). En-

tonces los levantamientos f̃ y g̃ terminan en el mismo punto, y por lo

tanto, podemos definir h̃ como el camino cerrado en e0 dado por f̃ · g̃.
12



Entonces [f · g] = [(p ◦ f̃) · (p ◦ g̃)] = [p ◦ h̃] ∈ H, lo cual indica que [f ]
y [g] están en la misma coclase.

Finalmente, supongamos que E es conexo por caminos. Entonces

para todo e1 ∈ p−1(b0) existe un camino f̃ de e0 a e1. Entonces f =

p ◦ f̃ es un camino cerrado en b0 cuyo levantamiento es precisamente

f̃ , aśı que ϕ([f ]) = e1.
(c) Como ϕ([cb0 ]) = e0, la inyectividad de la parte anterior implica que

ϕ([f ]) = e0 si y sólo si [f ] = H.
(d) Se deduce directamente de (b).

�

2.2. Entremés: el grupo fundamental del ćırculo. Con las bases de la
teoŕıa de espacios recubridores podemos ahora calcular el grupo fundamental
del ćırculo. Recordemos del Ejemplo 2.1.5, el cual dice que R es un espacio
recubridor de S1, via la función p : R → S1 definida como p(s) = e2πis.
Tomaremos 1 ∈ S1 ⊂ C y 0 ∈ R como los puntos base. Tenemos que π1(R, 0)
es el grupo trivial (ver el Ejemplo 1.2.11). Entonces, por el Teorema 2.1.8

ϕ : π1(S
1, 1) −→ p−1(1)

es una función biyectiva. Notemos además que p−1(1) = Z ⊂ R, el conjunto
de enteros. Para terminar el cálculo del grupo fundamental, basta demostrar
el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. La función ϕ : π1(S
1, 1)→ Z es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Sean f y g caminos en S1 cerrados en 1, con m = ϕ([f ])

y n = ϕ([g]), y tomamos levantamientos en R que comienzan en 0 f̃ y g̃,
respectivamente. El camino g̃m definido como g̃m(s) = m+g̃(s) es un camino
en R que empieza en n y termina en m+ n. Más aún, tenemos que

p ◦ g̃m(s) = p(m+ g̃(s)) = p(g̃(s)) = g(s),

lo cual dice que g̃m es el levantamiento de g que empieza en m. Aśı que

podemos tomar el producto f̃ · g̃m, el cual es un camino que empieza en 0 y
termina en m+ n. Además,

p ◦ (f̃ · g̃m) = (p ◦ f̃) · (p ◦ g̃m) = f · g,

lo cual implica que f̃ · g̃m es el levantamiento de f · g que empieza en 0,
aśı que

ϕ([f ] · [g]) = m+ n = ϕ([f ]) + ϕ([g]).

�

Observación 2.2.2. Dado n ∈ Z, consideremos el camino cerrado ωn : I → S1

definido como ωn(s) = e2πins. Este camino enrolla el intervalo |n| veces
alrededor del ćırculo, en el sentido contrario a las manecillas del reloj si n
es positivo. El levantamiento de ωn a R que comienza en 0 es la función
ω̃n(s) = ns, por lo tanto, ϕ([ωn]) = n. El hecho de que ϕ es una biyección
implica que todos los caminos cerrados en S1 son homotópicos a ωn para un
único n, y podemos pensar en ϕ([f ]) como el número de “vueltas” que da f
alrededor de S1.
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Aunque no presentaremos la demostración del siguiente resultado, lo señala-
mos para contrastar el anterior.

Teorema 2.2.3. Para todo n ≥ 2, el grupo fundamental π1(S
n, x0) es tri-

vial.

Ahora presentamos un par de resultados que son consecuencia directa del
cálculo del grupo fundamental del ćırculo. En general hay una larga lista de
resultados muy bellos. Ver por ejemplo [Mun75, §§55-56] y [Hat02, §1.1].

Proposición 2.2.4. Los espacios R2 y R3 no son homeomorfos.

Demostración. Supongamos que existe un homeomorfismo f : R2 → R3, y
supongamos sin perdida de generalidad que f(0, 0) = (0, 0, 0) (si no es aśı,
podemos componer con una translación). Entonces tenemos un homeomor-
fismo

f : R2 \ {(0, 0)} → R3 \ {(0, 0, 0)}.
Por el resultado del ejercicio 4, Rn \ {0} es homotópicamente equivalente a
Sn−1, y por lo tanto, usando el Teorema 1.3.6 tenemos que π1(R2\{(0, 0)}) ∼=
π1(S

1) ∼= Z y π1(R3 \ {(0, 0, 0)}) ∼= π1(S
2) es trivial, por lo tanto, el homeo-

morfismo no puede existir. �

Teorema 2.2.5 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Si f : D2 → D2 es
una función continua, entonces existe un punto x ∈ D2 tal que f(x) = x.

Demostración. Procederemos por contradicción, aśı que asumamos que para
todo x ∈ D2, f(x) 6= x. Definamos una función r : D2 → S1 donde r(x) es el
punto sobre S1 que está sobre el rayo que conecta f(x) con x. Sea i : S1 → D2

la inclusión estándar, y notemos que para todo x ∈ S1, r(x) = x, lo cual
quiere decir que r ◦ i = idS1 . Entonces tenemos que el compuesto

π1(S
1)

i∗−→ π1(D
2)

r∗−→ π1(S
1)

es la identidad, pero esto no puede pasar porque π1(S
1) ∼= Z y π1(D

2) ∼=
{0}. �

2.3. Clasificación de espacios recubridores. En esta sección proba-
remos que los espacios recubridores de un espacio B están relacionados con
los subgrupos de π1(X,x0). En adelante asumiremos que B es conexo por
caminos y localmente conexo por caminos (ver la Definición 3.0.3).

Proposición 2.3.1. Sean p : E → B una función recubridora y e0 ∈ E,
b0 = p(e0) ∈ B puntos base. Sean Y un espacio conexo por caminos y
localmente conexo por caminos, y f : (Y, y0)→ (B, b0) una función continua.

Entonces existe un levantamiento f̃ : (Y, y0)→ (E, e0)

(E, e0)

p

��
(Y, y0)

f
//

f̃
::

(B, b0)

si y sólo si
f∗(π1(Y, y0)) ⊆ p∗(π1(E, e0)).
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Más aún, si tal f existe, es único.

Bosquejo de la demostración. Si f existe, entonces f∗ = p∗ ◦ f̃∗, y se sigue
inmediatamente que la imagen de f∗ está contenida en la imagen de p∗. Para

demostrar la dirección contraria, debemos construir f̃ . Dado un punto y en
Y , tomamos un camino α en Y de y0 a y. El camino f ◦ α es un camino

en B de b0 a f(y), aśı que podemos tomar su levantamiento f̃ ◦ α en E que

comienza en e0. Definiremos f̃(y) como f̃ ◦ α(1). Es claro que p ◦ f̃ = f .
El contenimiento de subgrupos se usa para demostrar que está función es

independiente del camino que se tome. La continuidad de f̃ usa este hecho
y que Y es localmente conexo por caminos. �

Para ver más detalles de esta demostración, el lector puede consultar [Hat02,
Prop. 1.33].

Definición 2.3.2. Sean p1 : E1 → B y p2 : E2 → B funciones recubridoras
sobre B. Un morfismo de espacios recubridores es una función continua
f : E1 → E2 tal que el diagrama

E1
f //

p1   

E2

p2~~
B

es conmutativo. Decimos que f es un isomorfismo de espacios recubridores
si f es un homeomorfismo.

Teorema 2.3.3. Sean p1 : E1 → B y p2 : E2 → B espacios recubridores con
E1 y E2 conexos por caminos, con punto base e1 ∈ E1 y e2 = E2 tales que
p1(e1) = b0 = p2(e2).

(a) Existe un morfismo de espacios recubridores f : E1 → E2 tal que
f(e1) = e2 si y sólo si

p1∗(π1(E1, e1)) ⊆ p2∗(π1(E2, e2)).

Más aún, si tal f existe, es único.
(b) Existe un isomorfismo f : E1 → E2 tal que f(e1) = e2 si y sólo si

p1∗(π1(E1, e1)) = p2∗(π1(E2, e2)).

Más aún, si tal f existe, es único.
(c) Los espacios recubridores E1 y E2 son isomorfos si y sólo si los sub-

grupos p1∗(π1(E1, e1)) y p2∗(π1(E2, e2)) de π1(B, b0) son conjugados.

Demostración. (a) Es consecuencia directa de la Proposición 2.3.1.
(b) Si existe f con inverso f−1, la primera dirección de (a) implica la

igualdad de los subgrupos. La segunda dirección de (a) implica que
existen morfismos f : E1 → E2 y g : E2 → E1, tales que f(e1) = e2 y
g(e2) = e1. La composición g◦f : E1 → E1 es un morfismo de espacios
recubridores, y por la unicidad de (a), debe ser igual a la identidad
idE1 . Igualmente obtenemos que f ◦ g = idE2 , lo cual implica que f
es un homeomorfismo.

15



(c) La parte (b) implica que si f : E1 → E2 un isomorfismo, entonces

p1∗(π1(E1, e1)) = p2∗(π1(E2, f(e1))).

Sea α un camino de e2 a f(e1) en E2, y β = p2 ◦α. Notemos que β es
un camino en B cerrado en b0. Entonces, usando el ejercicio 14,

[β] ·
(
p2∗(π1(E2, e2))

)
· [β] = p2∗(π1(E2, f(e1))).

Para probar la otra dirección, asumamos que

[g] ·
(
p2∗(π1(E2, e2))

)
· [g] = p1∗(π1(E1, e1)),

donde g es un camino en B cerrado en b0. Sea g̃ el levantamiento de
g a E2 que comienza en e2. Entonces, usando el ejercicio 14, tenemos
que

[g] ·
(
p2∗(π1(E2, e2))

)
· [g] = p2∗(π1(E2, g̃(1)).

y el resultado se sigue de (b).

�

Este teorema dice que dado un espacio conexo por caminos y localmente
conexo por caminos B, el conjunto de clases de isomorfismo de espacios re-
cubridores de B (conexos por caminos) tiene a lo más un elemento por cada
clase de conjugación de subgrupos de π1(B, b0). Por cuestiones de espacio
no presentaremos la demostración del siguiente teorema, el cual implica la
existencia de todos los espacios recubridores posibles, dadas ciertas condi-
ciones sobre B. Para más detalles, el lector puede consultar [Hat02, Prop.
1.36].

Teorema 2.3.4. Si B es conexo, conexo por caminos y semilocalmente sim-
plemente conexo (ver la Definición 3.0.4), entonces B tiene un espacio re-
cubridor universal. Más aún, si H ⊆ π1(B, b0), existe un espacio recubridor
pH : EH → B y un punto base e0 tales que pH∗(π1(EH , e0)) = H.

El espacio recubridor universal se construye dando una topoloǵıa al conjunto
de clases de homotoṕıa de caminos en B que empiezan en b0. El espacio EH
se construye como un cociente del universal.

2.4. Ejercicios.

10. Sea p : E → B una función recubridora. Demuestre (sin usar el Teo-
rema 2.1.8) que si B es conexo, todas las fibras de p tienen la misma
cardinalidad.

11. Demuestre que para todo n > 0, la función p(z) = zn del el Ejem-
plo 2.1.6 es una función recubridora p : S1 → S1.

12. Demuestre que si p1 : E1 → B1 y p2 : E2 → B2 son funciones recubri-
doras, entonces p1 × p2 : E1 × E2 → B1 ×B2 también lo es.

13. Sean p : E → B una función recubridora y b0 ∈ B, e0 ∈ p−1(b0)

puntos base. Dado un camino f cerrado en b0, sea f̃ el levantamiento
que empieza en e0. Demostrar que la función

ϕ : π1(B, b0) −→ p−1(b0)

dada por ϕ([f ]) = f̃(1) está bien definida (i.e., es independiente de el
representante de la clase de homotoṕıa).
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14. Sean p : E → B una función recubridora, b0 un punto base en B y
e0, e

′
0 ∈ p−1(b0). Sean α un camino en E de e0 a e′0 y β = p ◦ α.

Entonces

[β] ·
(
p∗(π1(E, e0))

)
· [β] = p∗(π1(E, e

′
0)).

15. Sea G un grupo topológico con elemento neutro e. Sea p : H → G una
función recubridora con H conexo por caminos y localmente conexo
por caminos. Tomemos ẽ ∈ p−1(e). Demuestre que existe una única
multiplicación asociativa y continua µ : H × H → H con elemento
neutro ẽ que levanta la multiplicación de G.

3. Apéndice: definiciones de topoloǵıa

Acá incluimos algunas definiciones de topoloǵıa.

Definición 3.0.1. Un subespacio X de Rn es convexo si para todo par de
puntos en X, el segmento que los conecta está contenido en X.

Definición 3.0.2. Un espacio X es conexo por caminos si para todo par de
puntos (x, y) en X, existe un camino en X de x a y.

En general, todo espacio conexo por caminos es conexo, pero el converso
no es siempre cierto. Para ver contra-ejemplos espećıficos, el lector puede
consultar [Mun75, §24, Example 7].

Definición 3.0.3. Un espacio X es localmente conexo por caminos si para
todo x ∈ X y U una vecindad de x, existe una vecindad V de x tal que
V ⊆ U y V es conexo por caminos.

Definición 3.0.4. Un espacio X es semilocalmente simplemente conexo si
para todo punto x existe una vecindad U tal que todo camino en U cerrado
en x es homotópico (en X) al camino constante.
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