INTRODUCCION A LA TOPOLOGIA NO CONMUTATIVA

JOHN R. SKUKALEK

1. FUNCIONES CONTINUAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS
Empezamos con la siguiente pregunta.
Pregunta 1.1. ; Qué nos pueden decir las funciones continuas sobre espacios topologicos?

Por una funcién continua f en un espacio topolégico X queremos decir un mapa continuo
f:X->C

donde el conjunto de los ntiimeros complejos C estd dada la topologia usual (euclideana)
definida por la norma

lz] = Vzz = Jx% + y?

donde zZ = x — iy es el conjugado complejo de z = x + iy, x, ¥ € R. | Recuerda la primera
igualdad arriba! Estard de vuelta...
Nos referimos al rector a [Mor16] para todas las cuestiones de la topologia general.

Definicién 1.2. Una funcién continua f : X — C se anula en infinito si para cada € > 0,
existe un conjunto compacto K C X tal que |f(p)| < € cuandop € X\K (p € X y p ¢ K).

Ejemplo 1.3. Si X es compacto, entonces una funcén continua en X debe ser acotada y
ademas se anula en infinito. En general, cualquier funcién que se anula en infinito debe
ser acotada.

Ejemplo 1.4. Si X = R (con la topologia usual), entonces en el idioma de limites, f se anula
en infinito si y solo si

lim f(p) = lim_f(p)=0.

p—o0

Ejemplo 1.5. Si X = C (con la topologfa usual) y C* = C U {oo} = §? denota la esfera de
Riemann, entonces f se anula en infinito si y solo si f se puede extender a una funciéon
continua f* : C* — C tal que f(c0) = 0.

Este ejemplo se puede generalizar bastante.
Ejemplo 1.6. Dado un espacio topolégico (X, 7) (7 es la topologia en X), podemos definir
X*:XU{OO}, OoeX,

T =7 U{(X\K) U {0} | K € X y K es compacto}.
1
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El punto o se llama el punto en infinito en X* . Tenemos un mapa continuo y abierto
X — X" tal que la imagen de X es densa en X" si y solo si X no es compacto. (oo es un
punto aislado de X* si X es compacto). (X*,7 ) es un espacio topolégico compacto, se
llama la compactificacion de un punto (o compactificacién de Alexandroff) de (X, 7”). Una funcién
continua en X se anula en infinito si y solo si f se puede extender a una funcién continua
f*en X* tal que f*(c0) = 0.

Problema 1.7. Sea X un espacio topolégico. Demuestra que:

(1) Cada funcion constante en X es continua.

(2) X es compacto siy solo si cada funcién constante en X se anula en infinito.
(3) X es conexo si y solo si cada funcién continua no constante en X tiene rango infinito.

Definicién 1.8. Dadas funciones fy gen X, p € X, y a € C, definimos:

o (f+8)p) = fp) + g(p).
e (f9)(p) = f(p)g(p) (fg se denota también por f - g).

e af = fg,donde g es la funcién constante con valor a.

Problema 1.9. (1) Si fy g son continuas, entonces también lo son f + g, fg, y af.
(2) Si fy g son acotadas, entonces también loson f + g, fg, y af.
(3) Si f y g se anulan en infinito, entonces también lo hacen f + g, fg, y af.

Definicién 1.10. Una secuencia de funciones (f,), n € IN, en X converge uniformemente a
una funcién f en X (escribimos f, — f uniformemente) si para cada € > 0, existe ng € IN
tal que |f.(p) — f(p)| < € para cada p € X cuando n > ny.

Problema 1.11. Supone que f, — f uniformemente.

(1) Si f, es continua para todo n, entonces f es continua.
(2) Si f, es acotada para todo n, entonces f es acotada.
(3) Si f,, se anula en infinito para todo n, entonces f se anula en infinito.

Tenemos la siguiente reformulacién algebraica de Problema

Problema 1.12. Demuestra que:
(1) X es compacto siy solo si existe una funcion continua f en X que se anula en infinito tal
que fg = g para todas funciones g on X.
(2) X es conexo si y solo si no existe una funcién no constante continua f en X tal que f*> = f
(donde f? significa f - f).

Definicién 1.13. Un dlgebra (complejo y no asociativo) es un espacio vectorial complejo
con un producto asociativo y bilineal

AXA—-A,

(x,y)—xy (ox-y).
(En particular, A es un anillo.) A es conmutativo si el producto es conmutativo, es decir
xy = yx para todo x,y € A. A esunital siexiste1 € A (tal vez14),1# 0,talquel-x=x-1
para todo x € A. Un elemento x € A es invertible (en A) si existe y € A tal que xy = yx = 1.
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En este caso y solo depende en x y lo denotamos por x~!. Un elemento x € A es (un)

idempotente si x> = x (donde x? significa x - x). Por ejemplo, 0 y 1 son idempotents, se
llaman idempotentes triviales.

Ejemplo 1.14. El dlgebra M,,(C) que consiste en todos las matrices complejas n X n. Es con-
mutativo siy solo si n = 1. Identificamos M;(C) con C. Es unital y contiene idempotentes
no triviales si y solo sin > 1.

Ejemplo 1.15. El dlgebra L(V) que consiste en todos los mapas lineales V' — V donde V
es un espacio vectorial complejo. El producto es composicién de mapas.

Definicién 1.16. Sean A y B dlgebras. Un mapa ¢ : A — B es un homomorfismo (de dlgebras)
si ¢ es lineal y ¢(xy) = ¢p(x)p(y) para todo x,y € A. Si ¢ es biyectivo, ¢ se llama un
isomorfismo (de dlgebras). Si existe tal isomorfismo, decimos que A y B son isomorfos (como
dlgebras), y escribimos A = B. Esta es una relacién de equivalencia entre dlgebras.

Ejemplo 1.17. V es un espacio vectorial complejo de dimension n € N si y solo si L(V) =
M;(C).

Definicién 1.18. Sea A un algebra. Un subespacio B C A tal que xy € B cuando x,y € B se
llama un subalgebra de A. Si adicionalmente xy, yx € B cuando x € Ay y € B, B se llama un
ideal (de dos lados) de A.

Un subalgebra es en si mismo un édlgebra. El subespacio trivial {0} y A si mismo son
ideales de A. A es simple si no tiene mas ideales.

Ejemplo 1.19. L(V) es simple si y solo si dim(V) es finita.
Regresamos a mas ejemplos de algebras.

Ejemplo 1.20. El dlgebra CX que consiste en todas las funciones (no necesariamente con-
tinuas) X — C donde X es cualquier conjunto no vacio. Es conmutativo y unital. Si X es
un espacio topologico, el dlgebra C(X) que consiste en todas las funciones continuas en
X es un subalgebra unital de C¥, y el dlgebra C,(X) que consiste en todas las funciones
continuas y acotadas en X es un subalgebra unital de C(X). El dlgebra Cy(X) que consiste
en todas las funciones continuas que se anulan en infinito es un ideal en C(X). Segun
Problema tenemos que:

e Cp(X) es unital si y solo si X es compacto.
e C(X) (o Cp(X)) tiene idempotentes no triviales si y solo si X es conexo.

En esta manera la estructura de tales dlgebras nos pueden decir sobre la topologia de
X. Terminamos esta seccién con una elaboracién de Pregunta

Pregunta 1.21. ; Bajo que circunstancias tales dlgebras nos pueden decir "todo” sobre la topologia
de X? Por ejemplo, ; cuando tenemos que Co(X) es isomérfo a Co(X) si y solo si X es homeomérfo
ay?

La direccién “si” es verdad en general, pero la direccién “solo si” no lo es.

Ejemplo 1.22. Si X es cualquier conjunto con la topologia trivial donde solo X y el conjunto
vacio son abiertos, entonces C(X) = Cp(X) = C.
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2. ALGEBRAS DE BaNAcH

Recordemos que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado, en cual ||x|| denota
la norma de x, que es un espacio métrico completo con respecto a la métrica d definida por

d(x, y) = llx = yll.

Definicién 2.1. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach A que también es un algebra
tal que

llacyll < llxll - [yl
paratodo x, vy € A. Si A es unital, asumimos que [[14]| = 1. (Si||14]| # 1, entonces existe una
norma equivalente en A con la propiedad deseada.) Un subalgebra cerrado de un élgebra
de Banach se llama un subalgebra de Banach de A y es en si mismo un algebra de Banach.

Muchos de los ejemplos de dlgebras que ya vimos en la seccién anterior son ejemplos
de 4lgebras de Banach.

Ejemplo 2.2. M, (C) con la norma
IAIl = max{[|Ax|| | x € C", |lxl| = 1}.

Ejemplo 2.3. Si V y W son espacios vectoriales normados, entonces un operador lineal
T:V — W es continuo si y solo si T es acotado, es decir el imagen de cualquier conjunto
acotado en V es acotado en W. Tenemos la norma operador de T (como en el ejemplo
anterior) dada por

ITIl = sup{lITxl| | x € V, |lx|l = 1} = inf{c € R[[IT(x)I| < cllxl| Yx € V}.

Si V es un espacio de Banach, el dlgebra B(V) que consiste en todos los operadores lineales
y acotados V' — V es un élgebra de Banach. Sila dimensién de V es n € IN, entonces
existe un isomorfismo de algebras ¢ : B(V) — M, (C) que también es una isometria, es
decir [|¢(T)|| = ||T]| para todo T € B(V).

Ejemplo 2.4. El espacio vectorial ['(Z) consiste en todas las funciones (o secuencias)
x:Z — C,x — x,, tal que la suma Y~ _, |x,| es finita. En este caso definimos |x|| como
esta suma, y definimos el producto de convolucién xy (frecuentemente escrito como x * y)
como

[ee]

(xy) = Z XnYk—n-

n=—oo

(La suma converge absolutemente.)
Problema 2.5. Verifica que 11(Z) es un dlgebra de Banach conmutativo y unital.

Ejemplo 2.6. En una manera similar definimos L!(RR) reemplazando Z con R, x con una
funcion Lebesgue medible f : R — C, y la suma }.,~_, x| con la integral (de Lebesgue)
flR |f|. El producto de convolucién toma la forma

(fo) = fR f(s)g(t —s)ds.
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L(RR) es un 4lgebra de Banach conmutativo y no unital.

Comentario 2.7. Los dos ejemplos anteriores se pueden generalizar a cualquier grupo
localmente compacto G. Obtenemos un algebra de Banach L!(G), cual es conmutativo si y
solo si G es abeliano y unital si y solo si G es discreto.

Ejemplo 2.8. Si X es cualquier conjunto no vacio, el conjunto Ci( que consiste en todas la
funciones acotadas X — C es un algebra de Banach conmutativo y unital con la norma

£l = supllf ()l 1 p € X}.

Ejemplo 2.9. Si X es cualquier espacio de medida, L*(X) consiste en todas las clases
de equivalencia de funciones (dos funciones son equivalentes cuando son iguales en un
conjunto cuyo complemento tiene medida cero) esencialmente acotadas en X (el conjunto
de nimeros M de abajo no es vacio) con la norma

ILf1Il = infiM € R | |f(p)| < M para todo p en un subconjunto de X

cuyo complemento en X tiene medida cero}.

L*(X) es un dlgebra de Banach conmutativo y unital (y se identifica con Cl):( cuando X tiene
la medida de contar).

Ejemplo 2.10. Si X es cualquier espacio topolégico, el conjunto Cp(X) que consiste en
todas las funciones continuas y acotadas en X es un subalgebra de Banach unital de Ci( . El
conjunto Co(X) que consiste en todas las funciones continuas que se anulan en infinito es
un subalgebra de Banach de Cj,(X) y, como hemos visto, es unital si y solo si X es compacto,
en cual caso Cp(X) es el algebra C(X) de todas las funciones continuas en X.

Definicién 2.11. Sea A un algebra de Banach unital. Si A € C, denotamos A -14 € A
simplemente por A. Dado x € A, definimos el espectro de x como
o(x) ={A € C|x — A no es invertible en A}.

Ejemplo 2.12. Para x € M, (C), o(x) consiste en todos los valores propios de x. Esto no es
necesariamente verdad para x € B(V) cuando dim(V) es infinito.

Ejemplo 2.13. Para f € Co(X) (y mas generalmente en Cy(X) o Cff), f esinvertible si y solo
si f(p) # 0 para todo p € X, y por lo tanto

o(f) ={A € C| f(p) = A para algin p € X},
es decir el espectro de f es su rango.

En este punto requerimos algunos resultados fundamentales del andlisis funcional. Si
V es cualquier espacio vectorial normado, tenemos el espacio vectorial normado dual V*
que consiste en todos las funciones acotadas (o continuas) V — C, que en si mismo es un
espacio vectorial normado.

Teorema 2.14 (Hahn-Banach). [Sun98| Theorem 1.4.2] Si V' es un espacio vectorial normada,
entonces V* separa los puntos de V, en el sentido de que si v,w € V, v # w, entonces existe p € V*

tal que ¢(v) # Pp(w).
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Definicién 2.15 (Principio de acotacién uniforme). [Theorem 1.5.16][Sun98] Sean V' y W
espacios de Banach y C una collecién de operadores lineales acotados V' — W. 6Gi el
conjunto {||[T(@)|| | T € C} es acotado en R para todo v € V, entonces también lo es el
conjunto {||T|| | T € C}. (||T|| denota la norma operador de T [Ejemplo .)

Problema 2.16. Sea A un dlgebra de Banach unital y sea x € A.

(1) Demuestra que si||x — 1|| < 1, entonces x es invertible en A. Sugerencia: Usa lo que sabes
del caso A = C para encontrar una serie de potencias que converge a x™*.

(2) Demuestra que o(x) es un subconjunto cerrado de C contenido en el disco cerrado con radio
||x|| centrado en el origen. Por lo tanto o(x) es compacto. Sugerencia: Usa la parte (a).

(8) Demuestra que o(x) es no vacio. Sugerencia: Supone que o(x) es vacio, sea p € A*, y
considera la funcién

f:C->C
f@ = ¢((x=2)7.

Demuestra que f es acotada y analitica en C, y por lo tanto constante por el teorema de
Liouwville’s theorem. Ahora aplica Teorema

Definicién 2.17. El radio espectral de x € A es
r(x) = sup{|A| | A € o(x)}.

Problema 2.18 (Teorema de aplicacién espectral). Si A es undgebraunital, x € A,yp:C — C
es una funcién polinémica, definimos p(x) € A como p(z) € C con z € C reemplazando z con x.
Demuestra que

a(p(x)) = pla(x)).
Sugerencia: Factorizar p(z) con z € C para obtener una factorizacion de p(x).
Problema 2.19 (Férmula del radio espectral). Demuestra que

(@) = lim "
Sugerencia: Sea ¢ € A" y considera la funcién

f:€C->C
f@) = -z0)7.

Encuentra una serie de potencia que converge a f en el disco centrado en 0 con radio r(x)~'. Aplica
Teorema [2.15a los coeficientes de la serie y también Problema[2.18}

Ahora nos enfocaremos en dlgebras de Banach conmutativos.

Definicién 2.20. Sea A un algebra de Banach conmutativo. El espectro de A es el conjunto A
que consiste en todos los homomorfismos (de algebras) no cero (no constantemente cero)
A—C.
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Ejemplo 2.21. El espectro de ['(Z) [Ejemplo se puede identificar con el circulo unitario
T C C por el mapa

T — IY(2),
eit — (Pt/
donde

[o¢]

Pr(x) = Z x, ™.

n=—oo
Ejemplo 2.22. El espectro de L'(R) [Ejemplo se puede identificar con R por el mapa
R — L'(R),

> ¢)t1
donde

oi(Lf]) = fm £(s)e d.

Comentario 2.23. Si G es un grupo localmente compacto abeliano, el espectro de L!(G)

[Comentario | se puede identificar con el grupo dual GdeG, que consiste en todos los
homomorfismos continuos G — T, se llaman los caracteres de G.

Proposicién 2.24. Sea A un dlgebra de Banach conmutativo y unital. Entonces:
(1) Paratodox € A,
a(x) = {p(x) | ¢ € A}.
(2) Paratodo ¢ € A, ¢ es acotado con ||p|| = 1.

Demostracién. Sea ¢ € Ay x € A. Tenemos que

Px = P(x)) P(x) = (P()1)
P(x) = p(x)p(1)
= 0

si ¢ es no cero, ya que ¢(1) = 1. Por lo tanto ¢(x) € o(x), ya que ¢(x) es invertible cuando x
es invertible si ¢ es no cero, y 0 € A no es invertible. Entonces {¢(x) | ¢ € A} C o(x). Ahora
supongamos que A € o(x), asi que x — A no es invertible. Se sigue del lema de Zorn que
existe un ideal méximo I de A que contiene x — A. Cada elemento del cociente A/I debe
ser invertible, es decir A/I es un cuerpo. Ya que el espectro de cada elemento de A/I deber
ser no vacio [Problema [2.16](3)], es decir para todo y € A, existe u € C tal que (y +1) — u
no es invertible, asique (y+ 1) —p =0, 0y +1 = pu (= u(la +I)). (Se sigue que A/I = C).
Definamos ¢ : A — C definido por ¢(y) = u segtn el proceso arriba. Entonces tenemos
¢ € Ay ker(¢) = I. (Lo que tenemos es una biyeccién entre A y los ideales maximos de
A.) En particular, x — A € ker(¢), es decir ¢(x) = A. Entonces o(x) C {(p(x) | ¢ € A) y por lo
tanto o(x) = {p(x) | ¢ € A}. Ahora observamos que, ya que ¢(x) € o(x), por Problema
(1) tenemos |p(x)| < [Ixll. Ya que [[1]| = 1y ¢(1) = 1, tenemos ||¢p|| = 1. O



8 JOHN R. SKUKALEK

Para extender resultados de dlgebras de Banach unitales a dlgebras de Banach no uni-
tales, tenemos la siguiente construccion til.

Problema 2.25. Sea A un dlgebra de Banach y sea A* el espacio vectorial suma directa A ® C.
Supone que definimos el producto

(x,a)y,p)=(xy+px+ay,ap), xyeAapfeC,

y la norma
1Gx, a)ll = lxll + lexl-
(1) Demuestra que A* es un dlgebra de Banach unital. Se llama la unitizacion (de dlgebra de
Banach) de A.

(2) Demuestra que si A es un dlgebra de Banach no unital y ¢ € A, entonces ¢ es acotado
y ll¢ll < 1. Sugerencia: Define ¢+ : A* — C por ¢p*(x, @) = ¢(x) + a. Demuestra que
Pt e At

Ejemplo 2.26. La unitizacién de Cy(X) es isomorfo a C(X*) donde X" es la compactificacion
de un punto de X [Ejemplo [1.6].

3. LA TRANSFORMACION DE GELFAND

Si V es un espacio vectorial normado, el espacio vectorial normado dual V*, que consiste
en todos las funciones acotadas V' — C, es en si mismo un espacio vectorial normado.
La topologia débil en V es la topologia es la topologia mas débil en V' (es decir cada otra
topologia la contiene) tal que cada ¢ € V* es continua. Asique es méas débil que la topologia
definida por la norma (y de hecho es estrictamente mds débil si y solo si la dimensién de
V es infinita.), pero todavia es Hausdorff. La topologia débil-* en V" es la topologia mas
débil en V* tal que cada funciona (lineal) V* — C de la forma ¢ — ¢(x), donde x € V,
es continua. Otra vez es mds débil que la topologia definida por la norma pero todavia
Hausdorff. Sea

By ={peV|lpll <1},
la bola unitaria cerrada en V*. Cuando dim(V) es finita, sabemos del teorema de Heine-
Borel que By es compacto en la topologia definida por la norma. Sin embargo cuando
dim(V) es infinita, By no es compacto en la topologia definida por la norma.
Necesitamos otro teorema fundamental del anélisis funcional.

Teorema 3.1 (Banach-Alaoglu). [Sun98| Theorem 1.6.9] Si V es un espacio de Banach, entonces
By es compacto respecto a la topologia débil-*.

Segun Proposicién y Problema si A es un algebra de Banach conmutativo, el
espectro A de A esta contenido en la bola unitaria cerrada B4- en A* (y contendido en la
esfera unitaria cuando A es unital).

Recordemos que un espacio topolégico X se llama localmente compacto si para cada punto
p € X existe un conjunto abierto U € X y un conjunto compacto K C X tales quep € U C K.

Problema 3.2. Demuestra que un conjunto abierto de un espacio de Hausdorff localmente compacto
es localmente compacto en la topologia inducida.
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Proposicién 3.3. Con la topologia inducida por la topologia débil-* en Bs., A es un espacio de
Hausdorff localmente compacto. Ademis, A es compacto si y solo si A es unital.

Demostracién. Sean x,y € A y consideremos el conjunto

Kiy =1 € Ba- [ p(xy) = ¢(x)p(v))-

Es cerrado en B4- respecto a la topologia débil-*, y po lo tanto compacto, ya que B4- es
compacto en la topologia débil-* [Teorema 3.1]. La interseccién

también es cerrado y por lo tanto compacto. El conjunto {0} con un elemento, donde 0
significa la funciona A — C que es constantemente cero, es cerrado, asi que

A=KnN(Ba\(0)

es un subconjunto abierto del espacio topolégico compacto K. Por lo tanto [Problema3.2] A
es un espacio de Hausdorff localmente compacto en la topologia inducida por la topologia
débil-* en B 4. |

Definicién 3.4. Sea A un algebra de Banach conmutativo y x € A. Definimos
£:A-C

() = o).

La funcién lineal A* — C, ¢ — ¢(x) es continua respecto a la topologia débil-* por
definicion, asi que la restriccion £ a A también es continua respecto a esta topologia.

Cuando A es unital, A es compacto respecto a esta topologia [Proposicién 3.3] y cada
funcién continua se anula en infinito. En este caso el rango de X es precisamente el

espectro de x [Proposicién (1)], y por lo tanto la norma de % en C(A) es el radio
espectral r(x).

Problema 3.5. Si A es un dlgebra de Banach conmutativo y no unital, utiliza la unitizacion de A
[Problema para demostrar que X se anula en infinito.

Definicién 3.6. Sea A un algebra de Banach conmutativo. El mapa
[:A— Cy(A)
I'x) =%
se llama la transformacion de Gelfand de A.

Proposicién 3.7. I' es un homomorfismo de dlgebras de Banach tal que ||| < 1 (es decir I es una
contraccion).
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Demostracién. Es un calculo rutinario verificar que I' es un homomorfismo de algebras.
Observamos que si x € A, tenemos

ITCI = [1£]] = sup{|2(P)I | ¢ € A}.
Tenemos £(¢) = ¢(x) y |p(x)| < |lx]l ya que [|¢l| < 1 [Proposicién [2.24] y Problema [2.25].

Entonces ||T(x)|| < |Ix]I. o

Ejemplo 3.8. Con el espectro de ['(Z) identificado con T [Ejemplo[2.21], la transformacién
de Gelfand de ['(Z) tiene la forma

[ee]

Jfé(eit) — Z xneint'

n=—oco

Ejemplo 3.9. Con el espectro de L!(RR) identificado con R [Ejemplo[2.22]], 1a transformacién
de Gelfand de L(R) tiene la forma

o= [ soe s
R
En esta manera la transformacién de Gelfand se identifica con la transformacion de Fourier
en R.

Comentario 3.10. Si G es un grupo localmente comi act abeliano, con el espectro de L'(G)

identificado con el grupo dual G [Comentario [2.23], la transformaciéon de Gelfand se
identifica con un homomorfismo

LY(G) — Co(G),

igual se llama la transformacion de Fourier en G.

4. C*-ALGEBRAS Y EL TEOREMA DE GELFAND-INAIMARK

La pregunta ahora es la siguiente.
Pregunta 4.1. ; Cudndo es la transformacién de Gelfand un isomorfismo?

Esta pregunta esta relacionada con la siguiente.
Pregunta 4.2. ; Qué estructura adicional posee el dlgebra de Banach Co(X)?

Si A no posee cualquier estructura poseida por Co(X), entonces no es posible tener
A= Co(A).

El caso més simple es A = C = Cy({p}). Recordemos el hecho de que para todo z € C,

Iz = zz.

En esta ecuacion aparentemente inocente, hemos encontrado la estructura adicional que
requerimos. Observamos que, para f € Cy(X),

Il £IIP sup{lf(p)* | p € X}

sup{f(p)f(p) | p € X}
I A1
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donde f(p) = f(p) para todo p € X.

Definicién 4.3. Una involucién en un algebra de Banach es un mapa A — A, x — x* con
las siguientes propiedades. Para todo x, y € A, a € C, tenemos:

1) () = x.

() @+ =x+y-

(3) (ax)" = ax".

@) (ry)y =y'x".
Un C*-dlgebra es un dlgebra de Banach con una involucién tal que

2
[lac"xll = |1l

para todo x € A, cudl se llama la C*-identidad.

Ejemplo 4.4. M, (C) con la involucién dada por la conjugada transpuesta A* = At es un
Cr-élgebra. A* se llama la adjunta de A.

Ejemplo 4.5. Si H es un espacio de Hilbert (es decir un espacio de producto interno
completo), entonces para cada operador lineal acotado T : H — H, existe un mapa tinico
T* : H — H tal que (T(u),v) = (u, T"(v)) para todo u,v € H. T* se llama el adjunto de T y
también es lineal y acotado. El mapa T — T* es una involucién en B(H) para cual B(H) es
un C*-4lgebra.

Comentario 4.6. Se puede mostrar que no existen involuciones en los dlgebras de Banach
11(Z) y LY(R) para cual son C*-dlgebras. Existen involuciones en ellos, pero ningtin cumple
la C*-identidad. Por una discussién de L!(Z), sigue el siguiente link:
https://math.stackexchange.com/questions/95129/why-is-ell1-mathbbz-not-a-c-algebra

Si G es un grupo localmente compact abeliano, el dlgebra L!(G) se puede completar respecto
a otra norma para obtener un C*-dlgebra C*(G). Estos C*-algebras estan relacionados con la
teoria de la representacion de grupos [Dix77, Part II].

Definicién 4.7. Sean A y B C*-algebras. Un homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B tal que
P(x) = P(x)* para todo x € A se llama un *-homomorfismo. Si adicionalmente ¢ es una
biyeccién, ¢ se llama un *-isomorfismo. Si existe tal *-homomorfismo, decimos que A y B
son #-isomorfos (o0 isomorfos como C*-dlgebras) y escribimos A = B.

Ejemplo 4.8. Si H es un espacio de Hilbert de dimensién n € IN, entonces B(H) y M,(C)
son *-isomorfos.

Definicién 4.9. Un elemento x de un C*-dlgebra se llama autoadjunto si x* = x.

Problema 4.10. Sea x un elemento autoadjunto de un C*-dlgebra A.

(1) Demuestra que cada elemento de A se puede expresar unicamente en la forma x + iy donde
x,y € A son autoadjuntos. Como en C, x y y se llaman las partes real e imaginaria,
respectivamente, del elemento.

(2) Demuestra que para todon € N,

2Yl 21’1
[l 1 = Il
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(3) SiAesunital, demuestra quel|x|| = r(x), donder(x)es el radio espectral de x [ Definicion[2.17.
Sugerencia: Usa la parte (a) con la formula del radio espectral [Problema[2.19].

Comentario 4.11. Si x es cualquier elemento de un C*-dlgebra unital A, entonces x*x es
autoadjunto. Se sigue de Problema (3) y la C*-identidad que
lIx|[> = sup{|A|| A € C,x"x — A no es invertible}.

En esta manera, la norma de A estd determinada completamente por la estructura alge-
braica de A. Si A es cualquier dlgebra unital, existe no mds de una norma para cudl A es un
Cr-élgebra. También, si A y B son C*-dlgebra unitales y ¢ : A — B es un *-homomorfismo,
entonces

@I = lp@x) d)ll = llp(e)ll = r(P(x'x)) < r(x"x) = llx"x = Il
Esto quiere decir que ¢ es acotado y [|¢|| < 1. Si ¢ es inyectivo, entonces [|¢]| = 1y ¢ es una
isometria. En particular, cualquier *-isoformismo es una isometria. Estas conclusiones se
pueden extender a C*-algebras no unitales usando, por ejemplo, [Problema 4.17].

Definicién 4.12. Si A es un C*-dlgebra y B un subalgebra cerrada de A un C*-algebra tal
que x* € B cuando x € B, entonces B se llama un C*-subalgebra de A, y B es en si mismo un
C*-algebra.

Necesitaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.13 (Stone-Weierstrass). [Mor16, Chapter 12], [Sun98, Theorem A.6.9 (b)] Sea X
un espacio de Hausdorff compacto. Si A es un C*-subalgebra unital de C(X) que separa los puntos
de X, en el sentido de que f(p) = f(q) para todo f € A solo cuando p = q, entonces A = C(X).

Antes de enfocarnos en C*-algebras conmutativos, mencionamos un resultado impor-
tante que no vamos a perseguir mas aqui.

Teorema 4.14 (Gelfand-Naimark-Segal). Cada C*-dlgebra es -isomorfo (isométricamente) a un
C*-subalgebra de B(H) para algtin espacio de Hilbert H.

Ahora llegamos al resultado que nos interesa.

Teorema 4.15 (Gelfand-Naimark). Cada C*-dlgebra es *-isomorfo (isométricamente) a Co(X)
para algiin espacio de Hausdorff localmente compacto X. En efecto, la transformacion de Gelfand

[:A— Cy(A)
es un *-isomorfo (isométrico).

Vamos a demostrar Teorema en el caso de que A es unital, y dejamos el caso no
unital como el dltimo problema. Primero, necesitamos algunos resultados preliminares.
Problema 4.16. Sea A un dlgebra de Banach unital y sea x € A.

(1) Demuestra que podemos definir
n

Oox
=)=

n=0
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y que eV = e*e¥ para todo y € A tal que xy = yx.
(2) Ahora asume que A es un C*-dlgebra y que x es autoadjunto. Para todo t € R, define

up = e
Demuestra que para todo t € R,
* —_—
U, = Ut

3) Un elemento u de un C*-dlgebra se llama unitario si u* = u~t. Demuestra que si u es
8 q

unitario, entonces |[u|| = 1. Demuestra que u; de la parte (b) es unitario para todo t € R.
(4) Sea ¢ € A. Con x autoadjunto como en la parte (b), demuestra que ¢p(x) € R. Sugerencia:
Considera ¢(uy) y recuerda que ||p|| = 1. Se sigue que o(x) € R.

Demostracién de Teoremald.15] cuando A es unital. Ya demostramos que I' : A — C(A) es un
homomorfismo (contractivo) de algebras de Banach. Queda por demostrar que I' es una
biyecciéon y I'(x*) = I'(x)* para todo x € A.

Sea x un elemento autoadjunto de A. Ya que £(¢) = ¢(x) pertenecea o(x) [Proposicién
(D]yox) €R [Problema (4)], tenemos que % es autoadjunto en C(A). Cada elemento
de A se puede expresar en la forma x + iy donde x y y son autoadjuntos [Proposicién [.10]
(1)], y verificamos que I'((x + iy)*) = I'(x + iy)".

Sea x cualquier elemento de A. Entonces x*x es autoadjunto y tenemos que ||x*x|| = r(x"x)
[Problema(3)]. Almismo tiempo tenemos ||I'(x*x)|| = r(x*x). Ahora porla C*-identidad,
tenemos

IT ()l

ITCx) T ()l
= Tl
= r(x*x)

= [lx"x|

= |l

Entonces I' es una isometria (y en particular es inyectiva). Ahora solo falta demostrar
que I es sobreyectiva. Esto es una consecuencia directa del teorema de Stone-Weierstrass

[Teorema [4.13]. O
Problema 4.17. Sea A un C*-dlgebra, sea x € A, y define

L,:A— A

L(y) = xy.

(1) Demuestra que L define un homomorfismo isométrico de dlgebras de Banach de A a B(A),
el dlgebra de Banach de operadores acotados en (el espacio de Banach) A.
(2) Define
At ={Ly+a|xeA,acC}CB(A),
donde « significa multiplicacién escalar por a, y

(Ly + a) = Ly + .
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Demuestra que A* es un C*~dlgebra unital. Se llama la unitizacion (de C*-dlgebra) de A. (La
involucion (x, )" = (x*, ) en la unitizacion de dlgebra de Banach de A no necesariamente
cumple la C*-identidad).

(3) Demuestra Teorema en el caso de que A no es unital utilizando la unitizacion de A.

Comentario 4.18. Teorema estabelece que estudiar C*-dlgebras conmutativos es, en
algtn sentido, lo mismo que estudiar espacios de Hausdorff localmente compactos. En el
idioma de la teorfa de categorias, tenemos una equivalencia categorias. Laidea de topologia no
conmutativa es estudiar C*-algebras de la perspectiva que son generalizaciones de espacios
de Hausdorff localmente compactos, o, en otras palabras andlogos no conmutativos de
tales espacios.

Terminamos con una pregunta para estudio adicional.
Pregunta 4.19. ; Cémo se adapta la topologia algebraica al estudio de espacios no conmutativos?

Un buen lugar para empezar es [RLLO0], y luego [Con94].
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